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MỞ ĐẦU

1. Bối cảnh nghiên cứu của tối ưu tổ hợp hàm dạng submodular

Tối ưu tổ hợp là một công cụ cơ bản được ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khoa
học, kỹ thuật, y học, kinh tế..., đặc biệt là khoa học máy tính [45, 123].

Trong các bài toán tối ưu tổ hợp, có nhiều bài toán có hàm mục tiêu là một
dạng hàm thu thập và xử lý thông tin. Khi đó, yêu cầu đặt ra là cần phải thu
thập được càng nhiều thông tin phong phú, đa dạng càng tốt. Những bài toán như
vậy thường dẫn đến tìm lời giải bài toán tối ưu tổ hợp với hàm mục tiêu dạng
submodular, chẳng hạn, các bài toán tóm tắt tài liệu tự động, bài toán trích chọn
đặc trưng, phân tích và tiền xử lý dữ liệu, tối đa ảnh hưởng trên mạng xã hội, đặt
các cảm biến [98, 90, 18, 78, 43, 60, 81]... Do vậy, chủ đề nghiên cứu về tối đa hàm
submodular và các biến thể của nó là một chủ đề nóng, thu hút rất nhiều các nhà
khoa học quan tâm nghiên cứu và công bố tại các Hội nghị hàng đầu về trí tuệ nhân
tạo và học máy như IJCAI [39, 120], AAAI [86], NEURIPS [7, 2], ICML[96, 97,
87, 40], SODA [9], STOC [11, 10]... cũng như tại các tạp chí nổi tiếng về học thuật
về tối ưu hoá, vận trù học và tối ưu tổ hợp [101, 145, 3, 131, 129]... trong khoảng
20 năm nay, đặc biệt trong thời gian gần đây [86, 85, 34, 1, 67, 24, 41, 35, 44]...

Một cách tóm tắt, hàm submodular là hàm có tính chất lợi nhuận hiệu suất
giảm dần (disminishing return property), có nghĩa là, cho tập dữ liệu cơ sở V có
kích thước n, hàm mục tiêu f : 2V 7→ R+ là hàm tập hợp, thỏa mãn tính chất:
∀A ⊆ B ⊆ V, f(A ∪ {e}) ≥ f(B ∪ {e}),∀e ∈ V \ B. Tính chất lợi nhuận hiệu
suất giảm dần minh họa rằng giá trị đóng góp của một phần tử vào nhóm nhỏ hơn
sẽ có giá trị hơn giá trị đóng góp của phần tử đó vào nhóm lớn hơn. Ví dụ khi cửa
hàng chưa bán được sản phẩm nào, lợi nhuận bán một mặt hàng là 100.000đ sẽ có
giá trị đóng góp to lớn hơn khi cửa hàng đó đã thu về hàng trăm hay hàng triệu
đồng tiền lãi.

Bài toán tối đa hàm submodular yêu cầu tìm lời giải S ⊆ V sao cho hàm f(·)
submodular đã cho đạt giá trị cực đại. Trong đó, việc xem xét tìm lời giải sao cho
tối đa hàm mục tiêu trong điều kiện có ràng buộc được quan tâm hơn cả. Lý do vì
các ràng buộc được đưa vào khiến cho bài toán gần gũi với các yêu cầu thực tế như
nguồn nhân lực, tiền của, thời gian... luôn bị hạn chế. Từ đó, hình thành một lớp
các bài toán như tối đa hàm submodular với ràng buộc lực lượng, với ràng buộc
matroid, hoặc với ràng buộc chi phí...

Hiện nay, giải các bài toán tối ưu hàm submodular cần các thuật toán nhanh,
hiệu quả trở nên vô cùng cấp thiết. Vì dữ liệu đầu vào cần xử lý ngày càng tăng
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nhanh, làm cho không gian tìm kiếm lời giải trở nên khổng lồ. Do vậy, việc tìm lời
giải chính xác trở nên bất khả thi. Qua phân tích từ các nguồn tài liệu của các Giáo
sư đầu ngành như Nemhauser [102, 101], Wolsey [145, 146], A. Krause [80], J.
Bilmes [13], C.Borg [16], R. Iyer [120] cùng một số công bố tại các hội nghị và
tạp chí chuyên ngành nổi tiếng khác, cho thấy xu hướng đề xuất các thuật toán xấp
xỉ cho lời giải cạnh tranh với các đảm bảo lý thuyết về độ phức tạp thời gian, độ
phức tạp bộ nhớ... đang chiếm ưu thế. Thuật toán xấp xỉ cho thấy ưu thế khi chỉ ra
được tỉ lệ xấp xỉ của lời giải so với lời giải tối ưu là bao nhiêu, đồng thời phân tích
so sánh được các đảm bảo lý thuyết khác giữa các công bố có liên quan.

Một lý do quan trọng nữa khi đề xuất các thuật toán xấp xỉ giải quyết bài toán
tối đa hàm submodular là cách tiếp cận này có tính tổng quát. Các thuật toán đề
xuất có thể áp dụng trên nhiều bộ dữ liệu khác nhau. Các thuật toán đều được xây
dựng trên giả định dữ liệu đầu vào là một tập cơ sở V có kích thước n > 0 bất kỳ,
một hàm f submodular đã giả định tồn tại một ước lượng cho nó, các sai số cho
phép (ϵ, δ.. ∈ (0, 1)). Bài toán đã có mô hình tính toán, thuật toán xây dựng từ nó,
các phép suy dẫn... đều đã được chứng minh tính chặt chẽ, đúng đắn bằng các bổ
đề, định lý và hệ quả thì thuật toán đó có thể làm việc với mọi bộ dữ liệu có các
kích cỡ khác nhau. Thực nghiệm của các thuật toán, do vậy là sự kiểm chứng sự
tiệm cận giữa lý thuyết và thực nghiệm.

Xuất phát từ bối cảnh phát triển, cùng với các nhu cầu về phân tích dữ liệu
của kỷ nguyên số, NCS và cộng sự đã tập trung nghiên cứu đề tài: “Một số thuật
toán xấp xỉ cho bài toán tối ưu hàm dạng submodular với ràng buộc”.

2. Ba bài toán quan trọng của tối ưu hàm submodular

Từ các vấn đề nghiên cứu trên đây, có thể thấy rằng có nhiều bài toán tối ưu
hàm submodular được quan tâm nghiên cứu hiện nay. Trong đó, có ba bài toán tối
ưu hàm submodular có ràng buộc quan trọng và có giá trị ứng dụng trong thực
tiễn, còn gọi là các bài toán biến thể của tối đa hàm submodular, được luận án tập
trung nghiên cứu:

1. Bài toán tối đa hàm k-submodular với ràng buộc chi phí (k-Submodular
Maximization under Knapsack constraint - kSMK). Sự chuyển hướng đa dạng
nghiên cứu với k-submodular được quan tâm vì phù hợp với nhiều lớp bài toán
mà hàm submodular chưa đủ để giải quyết, như tập các phần tử được phân loại
thành các tập con khác nhau, hoặc được chọn từ nhiều nguồn tài nguyên khác
nhau... Các nhà nghiên cứu đã mở rộng hàm submodular thành k-submodular (k ≥
2) [125, 110, 109, 126]. Khi đó, hàm mục tiêu sẽ được mở rộng thành f : (k +

1)V 7→ R+. Các ứng dụng của bài toán tối đa hàm k-submodular có thể áp dụng
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vào tối đa ảnh hưởng của k chủ đề, tối đa thông tin lan truyền của k chủ đề, đặt k
loại cảm biến...

Được mở rộng từ bài toán tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí (SMK),
bài toán kSMK xem xét tối đa hàm mục tiêu k-submodular với ràng buộc chi phí
cho trước.

2. Bài toán tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí có nhiễu (Submod-
ular Maximization subject to Knapsack constraint under Noises -SMKN). Bài toán
tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí, SMK, được xem là tổng quát hơn so
với ràng buộc lực lượng. Ràng buộc này yêu cầu mỗi một phần tử e trong tập dữ
liệu đầu vào V sẽ có một chi phí dương c(e) > 0 để hoạt động, do vậy, cần phải
tìm lời giải sao cho giá trị lợi ích f(·) thu được là lớn nhất mà tổng chi phí của tập
lời giải c(S) không vượt quá ngân sách cho trước. Nghiên cứu giải bài toán SMK
có khả năng áp dụng vào nhiều trường hợp trong thực tế khi kinh phí, thời gian
hay con người bị giới hạn [146, 1, 67, 24].

Tuy nhiên, việc tính toán chính xác hàm mục tiêu f là bất khả thi, nên cần ước
lượng xấp xỉ F với sai số ϵ ∈ (0, 1) cho nó. F còn gọi là ước lượng nhiễu của f .
Tuy nhiên, các nghiên cứu hiện nay chưa xử lý nhiễu khi tính toán với F . Cho nên
luận án đặt vấn đề giải bài toán SMK nhưng có xử lý nhiễu qua bài toán SMKN.

3. Bài toán Phủ Submodular trên lưới nguyên (DR-Submodular Cover over
integer lattice - DRSC). Trong khoa học máy tính, bài toán đối ngẫu của tối đa
hàm submodular là Phủ Submodular (Submodular Cover - SC) cũng có nhiều ứng
dụng có giá trị [145, 98, 107].

Nếu như tối đa hàm submodular tương đương với tìm phủ cực đại, thì SC là
bài toán tìm tập phủ tối thiểu sao cho giá trị hàm f(·) không thấp hơn một ngưỡng
α > 0. Giá trị của bài toán SC thể hiện khi nó tổng quát hóa các trường hợp không
đòi hỏi lợi ích thu về cao nhất mà chỉ cần đạt mức nào đó, nhưng phải đảm bảo tối
ưu về chi phí con người, ngân sách, thời gian...

Tuy nhiên, SC xét hàm f là hàm tập hợp chưa giải quyết được tình huống một
phần tử tốt có thể được chọn đi chọn lại nhiều lần. Ví dụ đại lý bán chạy thì nhà
phân phối sẽ chọn đi chọn lại để phân phối sản phẩm. Các trường hợp tương tự như
vậy cần đưa bài toán lên lưới nguyên (integer lattice) để giải. Hàm submodular mở
rộng trên lưới nguyên với f : 2V 7→ R+ trở thành f : ZV 7→ R+. Submodular đã
được mở rộng thành DR-submodular và lattice submodular trên lưới nguyên với
một số khác biệt về tính chất [128]. Bài toán SC lúc này được tổng quát thành Phủ
DR-submodular (DR-Submodular Cover - DRSC).
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3. Các thách thức đặt ra

Theo xu thế, luận án lựa chọn hướng nghiên cứu các thuật toán xấp xỉ giải bài
toán tối đa hàm submodular có ràng buộc. Tuy nhiên, thách thức chung của hướng
nghiên cứu này là:

1. Các thuật toán phải phải đối mặt với vấn đề thời gian chạy khi dữ liệu đầu
vào tăng lên. Ban đầu, Nemhauser và Wolsey [101, 102] đã chứng minh được giải
thuật tham lam giải bài toán tối đa hàm submodular cho lời giải xấp xỉ với tỉ lệ tốt
nhất, đạt (1 − 1/e) ≈ 63% lời giải tối ưu. Tuy nhiên, phương pháp tham lam làm
bùng nổ số tổ hợp cần tìm nên thuật toán này trở nên bất khả thi với dữ liệu lớn.
Chính vì thế, nghiên cứu hiện nay rất cần các thuật toán cải tiến nhằm giảm giải
quyết vấn đề thời gian chạy;

2. Các bài toán tối đa hàm submodular thường là các bài toán NP-khó, NP-
đầy đủ, thậm chí việc tính toán hàm mục tiêu còn là #P-Khó (bài toán tối đa ảnh
hưởng [43]). Các bài toán này đều khó tìm lời giải trong thời gian đa thức. Cộng
vào đó là sự khó khăn khi dữ liệu đầu vào ngày càng lớn. Vì thế, người ta thường
đưa ra một hàm ước lượng xấp xỉ F của hàm mục tiêu f với sai số ϵ ∈ (0, 1). Ước
lượng này còn gọi là ước lượng nhiễu. Thời gian giải quyết bài toán bị ảnh hưởng
đáng kể bởi nhiễu làm nảy sinh vấn đề cần xử lý nhiễu trong bài toán.

3. Nhiều ứng dụng trong thực tiễn cần mở rộng hoặc biến thể bài toán tối ưu
hàm submodular và cần các phương pháp giải phù hợp. Nghiên cứu bài toán tối
ưu hàm submodular do vậy cần có sự mở rộng không gian tìm kiếm, xét với nhiều
điều kiện ràng buộc khác nhau, xử lý nhiễu, nghiên cứu biến đổi về mặt tính chất
của hàm mục tiêu... để đáp ứng ngày càng nhiều hơn các kịch bản khác nhau trong
thực tiễn. Do đó, các nghiên cứu giải các bài toán biến thể, bài toán mở rộng của
tối ưu hàm submodular là cần thiết.

Đặc biệt, khi lựa chọn ba bài toán nghiên cứu kSMK, SMKN và DRSC, mỗi
bài toán lại có những thách thức riêng:

1. Đối với bài toán kSMK.
- Sự khác nhau về bản chất của hàm submodular và hàm k-submodular dẫn tới

áp dụng phương pháp đã có với submodular sang k-submodular chưa chắc đã khả
thi hoặc hiệu quả bị giảm xuống;

- Ràng buộc chi phí làm cho có nhiều lời giải dự tuyển với nhiều chi phí khác
nhau, việc chọn giải pháp tốt nhất giữa rất nhiều giải pháp làm ảnh hưởng đến thời
gian chạy của thuật toán;

- Vấn đề giảm độ phức tạp truy vấn, góp phần giải quyết vấn đề thời gian chạy
cần nhiều đóng góp mới;
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- Vấn đề hàm mục tiêu không đơn điệu trở nên thách thức hơn do phải nhanh
chóng loại bỏ các phần tử làm giảm chất lượng hàm mục tiêu.

2. Đối với bài toán SMKN
- Bài toán SMKN là một bài toán mới, chưa có công bố nào về bài toán này;
- Thách thức của ràng buộc chi phí (giống bài toán kSMK) và ước lượng nhiễu

F của hàm mục tiêu f ;
- Vấn đề thời gian chạy và không gian lưu trữ.
3. Đối với bài toán DRSC
- Hàm submodular trên lưới nguyên có sự biến đổi về tính chất. Đây là một vấn

đề còn rất mới, các nghiên cứu về nó chưa nhiều [128, 87, 129];
- DRSC yêu cầu tìm kiếm lời giải trong không gian Z chiều, lớn hơn rất nhiều

so với không gian 2 chiều của hàm tập hợp submodular. Do vậy, việc đề xuất thuật
toán xấp xỉ cạnh tranh với độ phức tạp truy vấn tuyến tính rất khó triển khai trên
lưới nguyên.

4. Mục tiêu nghiên cứu được đặt ra

Luận án chọn chủ đề nghiên cứu: “Một số thuật toán xấp xỉ cho bài toán tối
ưu hàm dạng submodular với ràng buộc”. Trong đó, do tính độc đáo, giá trị thực
tiễn lớn của ba bài toán đã nêu, cùng với các thách thức của chúng, luận án đặt vấn
đề nghiên cứu các thuật toán xấp xỉ để giải quyết các bài toán này. Trong đó, mục
tiêu chung là các thuật toán xấp xỉ phải hiệu quả với tỉ lệ xấp xỉ cạnh tranh và giảm
độ phức tạp truy vấn. Mục tiêu cụ thể như sau:

1. Nghiên cứu bài toán 1 - kSMK với các mục tiêu:
- Đề xuất các thuật toán xấp xỉ giải quyết bài toán kSMK;
- Giải bài toán tổng quát. Các thuật toán đề xuất cho lời giải với tỉ lệ xấp xỉ

hằng số cạnh tranh, và giảm độ phức tạp truy vấn xuống còn tuyến tính hoặc giả
tuyến tính;

- Thực nghiệm trên một vài kịch bản cho thấy sự tiệm cận giữa lý thuyết với
thực nghiệm.

2. Nghiên cứu bài toán 2 - SMKN với các mục tiêu:
- Xây dựng mô hình bài toán tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí dưới

sự tác động của 2 loại nhiễu: nhiễu cộng và nhiễu nhân;
- Đề xuất các thuật toán Luồng xấp xỉ hiệu quả giải quyết bài toán SMKN.

Thuật toán cải tiến cần cho tỉ lệ xấp xỉ cạnh tranh nhưng giảm thời gian chạy và
dung lượng lưu trữ các phần tử so với thuật toán tham lam;

- Ước lượng xấp xỉ hàm mục tiêu trong môi trường nhiễu;
- Thực nghiệm trên một vài kịch bản cho thấy sự tiệm cận giữa lý thuyết với
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thực nghiệm.
3. Nghiên cứu bài toán 3 - DRSC với các mục tiêu:
- Nghiên cứu tính chất DR-submodular và mô hình hóa bài toán DRSC;
- Đề xuất thuật toán xấp xỉ hiệu quả giải quyết bài toán DRSC. Với bài toán

này, hướng thuật toán đề xuất dựa trên thiết kế song song với độ phức tạp truy vấn
và độ phức tạp song song thấp.

5. Phương pháp nghiên cứu

Trên cơ sở của những điều kiện và đặc điểm nghiên cứu có liên quan, cách
tiếp cận hợp lý để đạt được mục tiêu nghiên cứu là việc sử dụng các phương pháp
nghiên cứu bao gồm:

- Phân tích các nguồn tài liệu như bài báo, sách, bài giảng...;
- Phân tích và tổng hợp lý thuyết về các phương pháp thiết kế thuật toán, đặc

biệt là thuật toán xấp xỉ, các phương pháp cải tiến;
- Phương pháp chuyên gia: học hỏi, tham khảo đóng góp, góp ý của các chuyên

gia, các nhà khoa học, các giảng viên có kinh nghiệm về giải quyết bài toán tối đa
hàm submodular và công tác nghiên cứu;

- Phương pháp thực nghiệm khoa học: xây dựng thực nghiệm trên các ứng dụng
cụ thể, kiểm thử chương trình, nhận xét và cải tiến phù hợp.

Từ các phương pháp nêu trên, chúng tôi đã tiến hành khảo sát, phân tích các
công trình đã công bố có liên quan. Trên cơ sở đó, luận án đề xuất các thuật toán
mới giải quyết các bài toán tối ưu hàm submodular có ràng buộc.

Đặc biệt, các đề xuất mới đều được phân tích đánh giá, chứng minh chặt chẽ
thông qua các phân tích lý thuyết được phát biểu dưới dạng các bổ đề, định lý, hệ
quả. Ngoài ra, các kết quả lý thuyết còn được kết hợp với các phương pháp thực
nghiệm trên máy tính với các bộ dữ liệu chuẩn đã được công bố ở các công trình
nổi tiếng, với các thiết lập tham số khác nhau nhằm đảm bảo tính khách quan về
hiệu quả của phương pháp đề xuất.

6. Những đóng góp chính và bố cục của luận án

Luận án đã thể hiện những đóng góp sau:
1. Đề xuất các thuật toán xấp xỉ giải quyết bài toán kSMK trong hai trường hợp

hàm mục tiêu k-submodular đơn điệu và không đơn điệu.
- Với hàm đơn điệu, luận án đề xuất 03 thuật toán xấp xỉ với độ phức tạp truy

vấn tuyến tính. Trong đó, thuật toán tốt nhất nâng được tỉ lệ xấp xỉ so với thuật
toán tốt nhất hiện nay mà vẫn giảm độ phức tạp truy vấn xuống một hệ số.

- Với hàm mục tiêu không đơn điệu, luận án đưa ra được một thuật toán cải tiến
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cho tỉ lệ xấp xỉ tốt tương đương thuật toán xấp xỉ tốt nhất hiện nay nhưng giảm độ
phức tạp truy vấn xuống một hệ số.

- Các thực nghiệm cho thấy các thuật toán của luận án cho chất lượng lời giải
cạnh tranh, giảm thời gian chạy đáng kể, đặc biệt khi dữ liệu đầu vào và ngân sách
tăng lên.

Các kết quả nghiên cứu đã được công bố tại: hội thảo quốc tế the 9th IEEE
International Conference on Data Science and Advanced Analytics (DSAA), 2022
(RANK A), tạp chí Computers & Operations Research (ISI/Q1), và hội thảo quốc
tế the 15th IEEE International Conference on Knowledge and Systems Engineering
(KSE), 2023.

2. Đề xuất các thuật toán xấp xỉ giải quyết bài toán SMKN với hàm mục tiêu
submodular đơn điệu. Luận án đề xuất 02 thuật toán, một là thuật toán tham lam
và hai là thuật toán luồng cải tiến thuật toán tham lam với các đảm bảo lý thuyết
tương đương và giải quyết vấn đề thời gian chạy, không gian lưu trữ. Với nghiên
cứu này, luận án cũng trình bày phần thực nghiệm cho thấy thuật toán cải tiến cho
giá trị hàm mục tiêu tốt gần bằng tham lam, trong khi thời gian chạy và bộ nhớ tiết
kiệm hơn.

Các kết quả nghiên cứu đã được công bố ở tạp chí Asia-Pacific Journal of Op-
erational Research, tập 39, số 6, 2022 (ISI/Q3).

3. Đề xuất một thuật toán xấp xỉ tiêu chí kép được thiết kế song song hoá giải
quyết hai lớp bài toán, DRSC và SC. Thuật toán cho chất lượng lời giải tốt tương
đương với thuật toán tiêu chí kép tốt nhất hiện nay cho DRSC, song thuật toán
giảm được đáng kể số lượng truy vấn, số lượng vòng tuần tự, qua đó giảm được
thời gian chạy.

Các kết quả nghiên cứu đã được công bố tại tạp chí Information Processing
Letters, tập 182, 2023 (ISI/Q3).

Ngoài phần mở đầu và kết luận, luận án chia thành 04 chương:
Chương 1 trình bày bài toán tối ưu hàm dạng submodular, tính chất hàm

submodular, các ứng dụng của bài toán tối ưu hàm submodular. Đồng thời, chương
này cũng giới thiệu về thuật toán xấp xỉ với các khái niệm về các đảm bảo lý thuyết
của thuật toán.

Chương 2 trình bày các kết quả nghiên cứu đối với bài toán tối đa hàm k-
submodular với ràng buộc chi phí (Bài toán kSMK). Chương này giới thiệu các
thuật toán đề xuất giải quyết bài toán cho hai trường hợp, hàm mục tiêu đơn điệu
và không đơn điệu. Ngoài ra, luận án còn trình bày kết quả thực nghiệm trên các
bộ dữ liệu thực.

Chương 3 trình bày các kết quả nghiên cứu đối với bài toán tối đa hàm sub-
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modular với ràng buộc chi phí trong môi trường có nhiễu (Bài toán SMKN). Hàm
mục tiêu f được ước lượng bằng hàm F với hệ số nhiễu ϵ ∈ (0, 1) dưới hai mô
hình nhiễu cộng và nhiễu nhân. Luận án cũng đề xuất các thuật toán xấp xỉ giải
quyết bài toán bằng hai phiên bản, thiết kế tham lam, và phiên bản cải tiến dựa trên
thuật toán luồng. Chương này cũng trình bày các kết quả thực nghiệm trên các bộ
dữ liệu thực.

Chương 4 trình bày các kết quả nghiên cứu đối với bài toán Phủ Submodular
trên lưới nguyên (DRSC). Chương này trình bày thuật toán song song tiêu chí kép
dựa trên khái niệm độ phức tạp song song nhằm giảm thời gian chạy. Kết quả về
mặt lý thuyết của thuật toán cho thấy tỉ lệ xấp xỉ cạnh tranh, độ phức tạp song song
và độ phức tạp truy vấn giảm xuống so với các phương pháp hiện có.
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CHƯƠNG 1
BÀI TOÁN TỐI ƯU TỔ HỢP HÀM DẠNG SUBMODULAR

Lớp bài toán quan trọng trong khoa học máy tính là Tối ưu tổ hợp (Combina-
torial Optimization - CO), một lớp con của các bài toán Vận trù học (Operational
Research - OR). Tối ưu tổ hợp thường được áp dụng làm mô hình để giải cho nhiều
bài toán ứng dụng khác nhau như tìm đường đi ngắn nhất, lập lịch, lan truyền tiếp
thị [45, 37, 79]... Những bài toán này quan tâm đến tìm một tập lời giải sao cho
một yêu cầu nào đó là tốt nhất hoặc tốt hơn một giá trị nào đó.

Tuy nhiên, các bài toán CO hầu hết là NP-khó, NP-đầy đủ nên các kỹ thuật
giải chính xác khó tìm được lời giải trong thời gian đa thức, cần phải tìm lời giải
gần đúng [79]. Các phương pháp giải gần đúng các bài toán CO gồm có các thuật
toán dựa trên kinh nghiệm (heuristic và metaheuristic) và các thuật toán xấp xỉ.

Tuy nhiên, nhược điểm của các phương pháp tìm kiếm dựa trên kinh nghiệm
là không chỉ ra đảm bảo lý thuyết so với lời giải tốt nhất thì lời giải này đúng được
bao nhiêu %. Đôi khi, thiết kế một thuật toán có thể dẫn tới kết quả tồi, ảnh hưởng
tới thời gian kiểm nghiệm, tinh chỉnh các tham số của thuật toán.

Thuật toán xấp xỉ (approximation algorithm) với các đảm bảo lý thuyết được
chỉ rõ khắc phục được các nhược điểm nói trên. Giải xấp xỉ tức là đưa ra lời giải
gần tối ưu.

Vì vậy, luận án nghiên cứu giải bài toán CO hàm dạng submodular bằng các
thuật toán xấp xỉ. Hàm submodular mới được nghiên cứu trong vòng 20 năm và
trở nên thu hút trong thời gian gần đây [86, 85, 34, 1, 67, 24, 41, 35, 44]. Sở dĩ
bài toán này được quan tâm do tính chất độc đáo của hàm mục tiêu submodular
làm cho nhiều bài toán ứng dụng thực tiễn như tóm tắt văn bản [98], đặt cảm biến
giám sát chất lượng nước hoặc dự báo thời tiết [80], tối đa ảnh hưởng trên mạng
xã hội [43]... có thể giải được dưới góc nhìn của một bài toán tối ưu. Trong đó,
bài toán tối đa hàm submodular, SM, được đánh giá là một trong các bài toán đặc
biệt nhất khi có thể nhanh chóng thu thập và xử lý thông tin mà không tạo ra sự dư
thừa, lãng phí hay làm mất mát thông tin [13].

1.1. Bài toán CO tối đa hàm submodular

1.1.1. Phát biểu bài toán

Bài toán CO ứng với một bộ ba (S, f, C) yêu cầu:

(min)max f(s)

s.t s ∈ S.
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Hoặc tìm s∗ = arg(min)maxs∈S f(s). Có nghĩa là tìm tập s sao cho f(s) đạt giá
trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất với một số ràng buộc C đối với s. f(·) được gọi là hàm
mục tiêu, s ∈ S là lời giải hoặc phương án chấp nhận được, và S là tập các phương
án được xét. s∗ được gọi là lời giải tối ưu. Với bài toán tìm giá trị lớn nhất thì
f(s∗) ≥ f(s) với mọi lời giải s. Bài toán SM phát biểu dưới dạng một bài toán
CO như sau:

Định nghĩa 1.1 (Bài toán SM). Cho tập cơ sở V và hàm f : 2V 7→ R+ là hàm tập
hợp submodular (với f(∅) = 0), bài toán cần tìm:

max f(S) (1.1)

s.t S ⊆ V,

với C là ràng buộc cho trước của bài toán.
Một số trường hợp phổ biến của C là:

- C = ∅: bài toán không ràng buộc;
- C = {|S| ≤ k}: ràng buộc lực lượng;
- C = {∀A ⊆ B ⊆ V, f(A) ≤ f(B)}: polymatroid (hàm f có tính đơn điệu)};
- C = {c(S) ≤ B} với c(S) là chi phí của tập S, B là ngân sách cho trước, đây

là ràng buộc chi phí.

Một lưu ý khi giải các bài toán SM, đó là người ta luôn giả sử đã cho trước
cách tính hàm f . Nói cách khác, tồn tại một hộp đen sao cho với mọi đầu vào
S ⊆ V qua hộp đen này đều tính được f(S). Giá trị f(S) lúc này được gọi là giá
trị ước lượng (oracle) của hàm mục tiêu, hoặc nói ngắn gọn là giá trị của hàm mục
tiêu. Hiện nay, người ta rất quan tâm đến số lời gọi các ước lượng này và đưa ra
một phép đo quan trọng để đánh giá độ phức tạp của thuật toán là số lượng truy
vấn (query) được thể hiện bằng độ phức tạp truy vấn (query complexity).

Điều làm nên sự đặc biệt của bài toán SM là tính chất submodular của hàm
mục tiêu. Phần tiếp theo sẽ nghiên cứu sâu hơn về hàm này.

1.1.2. Hàm mục tiêu submodular

1.1.2.1. Định nghĩa

Phần lớn các bài toán tối ưu hàm dạng submodular làm việc với hàm sub-
modular là hàm tập hợp [90, 94, 75, 111, 10, 3, 60, 52, 19]... Việc ứng dụng hàm
submodular cho nhiều lớp bài toán cho thấy hàm này có tính chất rất mạnh mẽ và
cho nhiều lợi ích khi ứng dụng vào trong tối ưu.

Về mặt lý thuyết, hàm submodular được phát triển vào những năm đầu của

10



những năm 50 bởi các nhà khoa học như H.Whitney và W.T. Tutte, G.Choquet và
O.Ore ... Đến những năm 60, lý thuyết về submodular bắt đầu nở rộ với các nghiên
cứu của J.Edmonds xét với ràng buộc matroid và polymatroid [58]. Fujishige đã
giới thiệu một cách chi tiết lịch sử hình thành, phát triển các nghiên cứu về hàm
này [57, 58]. Hàm submodular là một hàm trên một lưới phân tán, một mạng con
của một lưới Boolean 1.

Hàm submodular, còn gọi là hàm có tính chất submodularity, được phát biểu
như sau:

Định nghĩa 1.2 (Hàm submodular [59]). Cho V là một tập hữu hạn không rỗng
và D là một tập hợp các tập con của V tạo thành một lưới phân phối với các phép
toán ∪,∩ là các toán tử trên lưới. Có nghĩa là với mỗi tập X, Y ∈ D chúng ta có
X ∪ Y,X ∩ Y ∈ D. Đặt f : D 7→ R là một hàm submodular trên lưới phân phối
D, thì f thỏa mãn bất đẳng thức sau:

∀X, Y ∈ D : f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ). (1.2)

Hàm submodular được xây dựng trên một họ D các tập con của V , khi đó,
bất đẳng thức (1.2) yêu cầu X, Y,X ∩ Y,X ∪ Y ⊆ D. Vì D ⊆ 2V nên hàm mục
tiêu f trở thành: f : 2V 7→ R với V còn gọi là tập cơ sở. Do vậy, bài toán SM có
hàm mục tiêu submodular được mô tả như Định nghĩa 1.3 dưới đây.

Định nghĩa 1.3 (Hàm submodular). Cho V là một tập hữu hạn không rỗng được
gọi là tập cơ sở, hàm f : 2V 7→ R+ là một hàm submodular khi và chỉ khi nó thỏa
mãn bất đẳng thức sau:

∀X, Y ⊆ V : f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ). (1.3)

Không giảm tổng quát, hàm f : 2V 7→ R+, tức là f(S) ≥ 0,∀S ⊆ V . Lý giải
là vì với f bất kỳ ta hoàn toàn có thể cộng thêm cho nó một hằng số c để f(·) ≥ 0

mà tính chất submodular vẫn được bảo toàn [57]. Thêm vào đó, luôn có giả sử
f(∅) = 0 biểu thị đối với tập rỗng, hàm không thu được một lợi ích nào.

Đối ngẫu với submodular là hàm supermodular 2. Trong luận án, một số thuật
ngữ viết bằng tiếng Anh như modular, submodular, submodularity, matroid, poly-
matroid... sẽ được giữ nguyên.

1Một lưới Boolean B là một lưới phân phối trong đó mỗi phần tử x ∈ B đều có một phần bù x ∈ B sao
cho x ∧ x = 0, x ∨ x = 1, x = x, (x ∧ y) = x ∨ y, x ∨ y = x ∧ y

2Hàm có tính chất supermodular là hàm có tính chất: ∀X,Y ∈ D : g(X)+g(Y ) ≤ g(X∩Y )+g(X∪Y ).
Khi dấu = của bất đẳng thức xảy ra, ta nói hàm có tính modular.
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1.1.2.2. Tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần

Khi nghiên cứu, hàm submodular được chỉ ra có sự phù hợp với tính chất lợi
nhuận hiệu suất giảm dần, một tính chất rất nổi tiếng thường dùng trong kinh tế
học. Chẳng hạn đối với doanh thu của một cửa hàng, giá trị đóng góp về mặt lợi
nhuận của một mặt hàng bán được đối với tổng doanh thu của cửa hàng khi bán
được ít hàng sẽ lớn hơn khi cửa hàng đã bán được nhiều hàng hơn. Điều này cũng
giống như khi ai đó chưa có đồng tiền nào trong tài khoản, thu nhập thêm 1 triệu
đồng có ý nghĩa hơn, hay có giá trị đóng góp lớn hơn khi tài khoản đã có hàng
trăm triệu đồng. Tối đa doanh thu hay tối đa lợi ích là các thể hiện rất cụ thể của
tối đa hàm submodular (Hình 1.1).

Giả sử tập A ⊆ V là một tập các người dùng hoặc hoạt động đầu tư nào đó
cho lợi ích là f(A). Hàm submodular f mang ý nghĩa sau khi thực hiện một loạt
các hành động của tập A, lợi nhuận biên (marginal gain) 3 của bất kì một phần tử
e nào đó sẽ không tăng khi thực hiện các hoạt động trong tập V \ A.

Do đó, hàm submodular trên tập hợp là hàm có tính chất lợi nhuận hiệu suất
giảm dần (diminishing returns property) tự nhiên được phát biểu như sau:

Định nghĩa 1.4. (Tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần của hàm submodu-
lar [13]) Hàm tập hợp f : 2V 7→ R+ là hàm submodular và các tập A ⊆ B ⊆ V ,
với mọi e /∈ B ta có lợi nhuận biên của e khi đóng góp vào tập nhỏ hơn, A, sẽ ít
nhất bằng lợi nhuận biên khi đóng góp e vào tập lớn hơn, B:

f(A ∪ {e})− f(A) ≥ f(B ∪ {e})− f(B). (1.4)

Hình 1.1 minh họa cho hàm mục tiêu có tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm
dần trong bài toán đặt cảm biến. Đóng góp lợi ích có được bởi đặt một cảm biến
S ′ trên một sơ đồ đã đặt các cảm biến S1, S2 không tăng khi chúng ta đặt tại sơ đồ
có thêm các cảm biến S3, S4.

1.1.2.3. Hàm submodular đơn điệu

Một lớp bài toán con quan trọng khi nghiên cứu về hàm submodular đó là
hàm có tính chất đơn điệu tăng, nói ngắn gọn là tính chất đơn điệu (monotone).
Hàm đơn điệu nói rằng khi tăng kích cỡ của tập đối số thì giá trị của hàm không
bị giảm đi.

Định nghĩa 1.5. (Tính chất đơn điệu [80]) Hàm f : 2V 7→ R+ là hàm submodular

3Đôi khi các tài liệu còn sử dụng các thuật ngữ tương tự như marginal profit, marginal benefit, hoặc
contribution gain.
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Hình 1.1: Bài toán tìm vị trí đặt cảm biến hàm mục tiêu có tính chất lợi nhuận hiệu
suất giảm dần [81].

đơn điệu nếu với mọi tập A ⊆ B ⊆ V ta có f(A) ≤ f(B).

Lưu ý là hàm f sẽ chỉ đơn điệu khi và chỉ khi tất cả các lợi nhuận biên của
mọi tập con đều không âm, tức là với mọi ∀A ⊆ B ⊆ V và e ∈ V thì có:

∆(e|A) ≥ ∆(e|B) (1.5)

Bất đẳng thức này hơi khác một chút với bất đẳng thức ở Định nghĩa 1.4. Vì định
nghĩa phải đưa thêm ràng buộc e /∈ B, với hàm submodular đơn điệu thì ràng buộc
này không cần nữa.

Một hàm là submodular đơn điệu tăng, chuẩn hóa f(∅) = 0, thì hàm đó là
hàm polymatroid [59]. Hàm Entropy được xem là một hàm polymatroid nhưng
nó không bao gồm mọi hàm polymatroid. Hàm Entropy được sử dụng để đo chất
lượng thông tin do cảm biến thu được trong bài toán đặt cảm biến [81].

Ngoài tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần, tính đơn điệu, hàm mục tiêu
submodular còn có thể biểu hiện thành nhiều tính chất khác như tính phân rã, tính
cắt bớt, tính thặng dư [80, 13]... Sự phong phú, linh hoạt của hàm submodular
khiến cho nó có thể áp dụng vào giải nhiều bài toán khác nhau với các phương
pháp giải khác nhau được vận dụng trong thực tiễn và trong nghiên cứu.

1.2. Lợi ích và ứng dụng của tối đa hàm submodular

1.2.1. Lợi ích của tối đa hàm submodular

Bài toán tối đa hàm submodular, SM, thường được áp dụng khi cần thu thập
thông tin nhiều nhất có thể, hay khi ai đó muốn khuyến khích tính đa dạng, tính
độc lập, có sự lan truyền hoặc phân tán thông tin [13]. Sự linh hoạt của hàm
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submodular làm cho thông tin có thể được thu thập và xử lý hiệu quả. Cụ thể, bài
toán SM mang lại các lợi ích trong ứng dụng như sau:

Đầu tiên, hàm submodular có thể hoạt động giống như một dạng hàm thông
tin. Chẳng hạn hàm thông tin phụ thuộc lẫn nhau là một hàm có tính submodu-
lar [80]. Vì thế, bài toán SM có thể mô hình hóa cho các bài toán cần thu thập
thông tin hỗ trợ công tác dự báo và ra quyết định như đặt cảm biến [81], xây dựng
các hệ thống gợi ý [107, 111, 64], lan truyền thông tin [43, 105, 25]...

Thứ hai, cực đại hàm submodular tạo ra sự đa dạng của thông tin. Xu hướng
của hàm submodular khi chọn một phần tử mới thêm vào tập lời giải là nó sẽ chọn
phần tử nào khác biệt nhất so với các phần tử đã chọn. Do vậy, cực đại một hàm
submodular sẽ chọn ra các phần tử khác nhau nhất. Các phần tử giống với các
phần tử đã được chọn sẽ mất đi giá trị so với giá trị cốt lõi của nó, trong khi các
phần tử khác chưa chọn sẽ không bị giảm đi.

Hệ quả là bài toán SM sẽ chọn ra tập con không dư thừa và vì vậy không
lãng phí. Việc cực đại một hàm submodular thành công liên quan đến lựa chọn
các phần tử khác nhau, đó chính là định nghĩa của sự đa dạng. Sự đa dạng nói
chung là một khía cạnh cực kì quan trọng trong học máy và trí tuệ nhân tạo. Sự
thiên vị trong khoa học dữ liệu và học máy thường có thể được coi là sự thiếu đa
dạng ở đâu đó. Hàm submodular có khả năng khuyến khích (và thậm chí đảm bảo)
sự đa dạng, tăng cường sự cân bằng và giảm sự sai lệch trong trí tuệ nhân tạo. Tuy
nhiên, để một hàm submodular có thể mô hình sự đa dạng một cách thích hợp, nó
cần phải được khởi tạo một cách phù hợp.

Thứ ba, bài toán SM sẽ hạn chế sự mất mát thông tin. Nếu tìm ra một tập nhỏ
mà có thể đại diện cho gần hết hoặc tất cả các giá trị của toàn thể (chính là cực đại
hóa) thì thông tin sẽ không bị mất mát khi đo bằng hàm submodular. Khi đó tập
con được chọn tuy cỡ nhỏ mà hiệu quả khi biểu diễn toàn bộ thông tin của cả tập
dữ liệu có kích cỡ lớn hơn rất nhiều. Việc áp dụng SM vào các bài toán chọn tập
con đặc trưng đã được khẳng định phát huy hiệu quả [120].

Từ đó, cho thấy một ưu điểm quan trọng của SM, là giúp giảm được kích
thước dữ liệu. Nhiều ứng dụng như tự động tóm tắt tài liệu [99, 94, 5], tóm tắt hình
ảnh [86, 34]... đã được chỉ ra có thể áp dụng mô hình bài toán SM để giải. Điều
này là hết sức cần thiết với kỷ nguyên của dữ liệu lớn và nhu cầu thu thập và phân
tích thông tin ngày càng cấp thiết hiện nay.

Dữ liệu thu thập từ nhiều nguồn khác nhau ngày càng khổng lồ là nguồn đầu
vào quý giá để đưa vào các mô hình huấn luyện phục vụ các bài toán như nhận
dạng, xử lý ngôn ngữ tự nhiên... Tuy nhiên, nó cũng đòi hỏi một chi phí lớn để
thu thập, lưu trữ, phân tích, gán nhãn cho các dữ liệu. Hơn nữa, dữ liệu thu thập
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càng nhiều, khả năng dữ liệu bị trùng lặp lại càng lớn gây ra sự lãng phí về mặt tài
nguyên, công sức, tiền của...

Bài toán SM chọn ra một tập con S đặc trưng cho cả tập dữ liệu V khổng lồ,
với |S| ≪ |V | đã giúp cho lượng dữ liệu cần xử lý được giảm đi đáng kể. Nếu V

là một tập huấn luyện đủ lớn để huấn luyện cho một mạng nơ-ron học sâu, lời giải
của bài toán SM sẽ trả về một tập con S kích thước k nhỏ hơn nhiều kích thước
của tập V để huấn luyện thay vì cả tập V . Rõ ràng, tập này hoạt động tốt hơn nhiều
so với một tập hợp con ngẫu nhiên đồng nhất có kích thước k.

Cuối cùng, việc xử lý dữ liệu dưới góc nhìn của tối ưu hóa, xây dựng bài toán
ứng dụng bằng cách đưa về bài toán SM, tìm ra các thuật toán xấp xỉ cải tiến giảm
độ phức tạp thời gian, độ phức tạp bộ nhớ giúp cho ứng dụng được chạy nhanh
hơn, giảm bớt yêu cầu về tài nguyên máy tính. Điều này góp phần tạo ra một hướng
đi trong thực nghiệm, khi mà các mô hình huấn luyện thường gặp trong học máy
có thể tốn rất nhiều thời gian và tài nguyên để thực hiện.

Từ các lợi ích nói trên, cho thấy ứng dụng bài toán SM có ý nghĩa thiết thực.
Phần tiếp theo sẽ giới thiệu một số ứng dụng cụ thể của bài toán này.

1.2.2. Ứng dụng của bài toán SM

1.2.2.1. Tóm tắt dữ liệu

Tóm tắt dữ liệu có nhiều ứng dụng khác nhau như tóm tắt văn bản, tóm tắt
hình ảnh (Hình 1.2)... Đây là các bài toán phổ biến trong học máy hiện nay, xuất
phát từ yêu cầu cá nhân hóa, tự động hóa trong dịch vụ và sản xuất trước sự bùng
nổ của dữ liệu trực quan. Ví dụ: Các hệ thống gợi ý tìm kiếm, gợi ý phim ảnh theo
thị hiếu người dùng.

Với thời đại hiện nay, dữ liệu ngày càng bùng nổ. Do đó các bài toán thu thập
và phân tích dữ liệu phải tăng chi phí để xử lý dữ liệu. Từ đó dẫn tới yêu cầu chọn
lọc để dữ liệu được dùng hiệu quả và giảm số lượng trùng lặp, dư thừa. Từ đó hình
thành lớp bài toán tóm tắt dữ liệu, trích chọn tập con đặc trưng S đại diện cho cả
tập dữ liệu V .

Iyer và cộng sự [120] đã trình bày một vài cách tiếp cận cho bài toán này như
xấp xỉ gradient, xây dựng bộ huấn luyện, dựa trên phân phối... Đặc biệt, các tác
giả cũng chỉ ra rằng các hướng nghiên cứu trên đều có thể đưa về sử dụng hàm
submodular như một hàm đại diện để lựa chọn tập hợp con dữ liệu. Bài toán tóm
tắt dữ liệu khi đó được phát biểu như sau:

Định nghĩa 1.6 (Tóm tắt dữ liệu). Cho một tập cơ sở V = {1, 2, . . . , n}. Ta định
nghĩa hàm:f : 2V 7→ R+ đo mức đại diện (mức phủ) của một tập con S ⊆ V đối
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(a) (b)

Hình 1.2: (a) Ứng dụng tóm tắt văn bản trong điểm tin; (b) Tóm tắt hình ảnh nhằm
thu nhỏ tập dữ liệu [120].

với tập V . Bài toán yêu cầu cần tìm tập S không quá k phần tử |S| ≤ k sao cho
phủ (đại diện) của tập S, f(S), đối với tập V là lớn nhất.

Các công bố gần đây trong học máy [5, 98, 99]... đã chứng minh SM là mô
hình tốt cho bài toán tóm tắt dữ liệu. Tóm tắt dữ liệu cũng thường xuyên được đưa
vào các thực nghiệm nghiên cứu về tối ưu hàm submodular [85, 34, 24].
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Hình 1.3: Lan truyền thông tin trên mạng Twitter [142]

1.2.2.2. Tối đa ảnh hưởng trên mạng xã hội

Từ khi mạng xã hội (MXH) xuất hiện thì nhu cầu lan truyền thông tin nhanh
chóng trên nó xuất hiện. Do đó, nảy sinh yêu cầu sử dụng MXH để quảng cáo,
tiếp thị sản phẩm (tiếp thị lan truyền) cho các tổ chức, doanh nghiệp, hoặc tuyên
truyền, vận động tranh cử... Từ đó nảy sinh lớp bài toán lan truyền thông tin hay lan
truyền ảnh hưởng (Hình 1.3). Bài toán tối đa ảnh hưởng (Influence Maximization
- IM) là chủ đề nóng trong khoảng chục năm gần đây [16, 105, 71, 143].

Kempe và cộng sự [43] lần đầu tiên phát biểu bài toán này trên hai mô hình
phát tán thông tin là Bậc độc lập (Cascade Independent - IC) và Ngưỡng tuyến
tính (Linear Threshold - LT), sau này sẽ gọi tắt là 2 mô hình IC và LT. Sau đó, bài
toán được nghiên cứu rộng rãi và mở rộng [16, 33, 91, 132, 105, 143, 106]... với
các đề xuất nhằm tăng tốc độ thuật toán, thay đổi chiến lược lấy mẫu nhằm giải
được với tập dữ liệu có thể lên tới hàng triệu đỉnh và hàng tỉ cạnh. Bài toán được
phát biểu như sau:

Định nghĩa 1.7 (Bài toán IM [43] ). Một MXH được biểu diễn bằng một đồ thị
G = (V,E) trên mô hình phát tán thông tinM, trong đó V gồm n đỉnh biểu diễn
tập người dùng trên MXH, tập E gồm m cạnh e = (u, v) biểu diễn liên kết giữa 2
người dùng u và v. Cho trước một số nguyên dương k > 0, bài toán yêu cầu tìm
S ⊆ V, |S| ≤ k sao cho ảnh hưởng của tập S trên tập V , σ(S), là lớn nhất.

Để giải quyết bài toán IM, Kempe [43] đầu tiên đã chỉ ra được hàm mục tiêu
có tính chất submodular. Ông sử dụng phương pháp giải xấp xỉ cho tỉ lệ là 1− 1/e

bằng thuật toán tham lam Leo đồi kết hợp phương pháp lấy mẫu Monte-Carlo. Sau
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đó, Borg và các cộng sự [16] đã tạo ra một bước đột phá trong phương pháp lấy
mẫu giúp giảm được thời gian chạy của thuật toán. Ông đã đề xuất một phương
pháp gọi là Lấy mẫu ảnh hưởng ngược (Reverse Influence Sampling - RIS) xây
dựng một mô hình mới biến đổi từ mô hình IC. Kế thừa kết quả của nghiên cứu
này, nhiều tác giả đã cải tiến mô hình RIS [133, 132, 105, 71] để giảm số lượng
mẫu cần lấy, giảm số vòng lặp, tăng tốc độ thuật toán và giải quyết bài toán IM với
dữ liệu đầu vào có thể lên tới hàng trăm triệu đỉnh.

Sau này, Wang và cộng sự [143] đã mở rộng phạm vi ảnh hưởng của các nút
bằng khái niệm nút được thông tin (informed node). Các tác giả cho rằng một nút
chưa được kích hoạt nhưng nếu nó có ít nhất một hàng xóm là nút đã được kích
hoạt thì nó trở thành nút có được thông tin. Như vậy một bài toán biến thể mới của
bài toán IM được đề xuất, đó là bài toán tối đa độ phủ của thông tin (Information
Coverage Maxization - ICM) cần phải cực đại quá trình lan truyền theo kỳ vọng
gồm cả những nút được kích hoạt và nút người được thông tin về sự kiện. Các tác
giả đã chỉ ra tài toán ICM cũng hoạt động trên mô hình lan truyền thông tin giống
IM và hàm mục tiêu cũng có tính chất submodular.

Các thách thức của bài toán lan truyền thông tin đó là các bài toán là NP-
khó [43], thậm chí tính toán chính xác hàm mục tiêu thuộc lớp bài toán #P-Khó
[31, 33]. Tuy nhiên, do tính ứng dụng cao của IM trong kinh tế, xã hội nên nó thu
hút được rất nhiều sự quan tâm của giới nghiên cứu trong thời gian gần đây. Các
công bố có thể là phát triển thuật toán [42, 16, 92, 105, 112] hoặc nghiên cứu các
bài toán biến thể của nó [17, 29, 12, 103, 150, 96]...

1.2.2.3. Tối đa hoá doanh thu

Đây là bài toán biến thể từ bài toán IM ở trên. Hartline và cộng sự [68] lần
đầu tiên đặt vấn đề xây dựng mô hình tối đa hóa doanh thu từ người mua hàng, qua
đó thực hiện một chiến dịch chào hàng trên MXH. Bài toán này xem xét việc một
người bán hàng muốn bán một loại hàng hóa đến một nhóm người dùng tiềm năng
V . Người bán cần tối đa hóa doanh thu của mình. Giả sử rằng người bán không
biết đến mức chi trả tối đa của người mua mà chỉ biết mức phân phối F từ các lợi
ích thu về. F là một phân phối tích lũy giá trị của người mua, tức là F (t) là xác
suất lợi ích từ người mua nhỏ hơn giá trị t. Từ đó, định nghĩa về bài toán tối đa
doanh thu (Revenue Maximization - RM) được phát biểu như sau:

Định nghĩa 1.8 (Bài toán RM [68]). Giả sử rằng lợi ích của người mua được phân
phối theo phân phối F . Giá tối ưu p∗ cực đại doanh thu theo kỳ vọng có được từ
người mua i nào đó, có nghĩa là giá p∗ cực đại hàm p.(1 − F (p)). Doanh thu tối
ưu là p∗.(1− F (p∗)) theo kỳ vọng.
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Khi áp dụng thuật toán để giải cho bài toán RM, các tác giả cũng đã chỉ ra mô
hình đồ thị lõm là phù hợp, đưa bài toán về tối đa hàm submodular đơn điệu và sử
dụng điều kiện tỷ lệ rủi ro đơn điệu. Các kết quả nghiên cứu của họ sau này được áp
dụng trong nhiều thực nghiệm đối với bài toán tối đa hàm submodular [85, 34, 24].

1.2.2.4. Đặt cảm biến tối đa thông tin thu được

Bài toán đặt cảm biến (Sensor Placement - SP) nhằm tối đa thông tin thu
được là một dạng của bài toán thu thập thông tin. Bài toán này xuất phát từ mong
muốn tìm hiểu về các vấn của thế giới tự nhiễn như đo chất lượng nước trong một
vùng địa lý (Hình 1.4), phát hiện động đất, phát hiện ô nhiễm môi trường... Chỉ
dựa vào các hiện tượng quan sát được: dùng các phép đo, đặt các cảm biến, chọn
các thông số thực nghiệm... để thu thập thông tin, từ đó hỗ trợ ra quyết định dự báo
cho những điều không thể quan sát được như dự báo thời tiết, cảnh báo động đất...

Chi phí cho các bài toán nghiên cứu trên là rất đắt đỏ, tốn công sức, thời
gian... Vì vậy người ta muốn xây dựng phương pháp học sao cho có thể tối ưu
được chi phí nhưng đạt được lượng thông tin hữu ích nhất. Chẳng hạn như nước
bị ô nhiễm ảnh hưởng nghiêm trọng đến môi trường và sự tồn vong của nhân loại.
Do vậy, cần phải đặt các cảm biến để phát hiện các loại ô nhiễm (ví dụ asen, vi
khuẩn giết người...). Một câu hỏi đặt ra: “Làm sao để nhanh chóng phát hiện ra
loại ô nhiễm đó?”. Như vậy phải đặt các cảm biến sao cho nó bao quát được toàn
bộ vùng cần giám sát (Hình 1.5).

Hình 1.4: Hệ thống cảm biến thông minh NIMS do Kaiser[74] đề xuất

Bài toán đặt cảm biến được nghiên cứu nhiều trong học máy [65, 81, 82, 84,
83, 46]... Bài toán này được Krause và cộng sự mô tả như sau [84]: Cảm biến có
vùng cảm biến xác định, như một chiếc đĩa có bán kính nhất định và chỉ có thể
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giao tiếp với các cảm biến khác cách nhau tối đa một khoảng xác định nào đó.
Khái niệm về một vùng cảm biến giả thiết rằng các cảm biến có thể quan sát mọi
thứ một cách hoàn hảo trong khu vực, nhưng không thu được gì ở bên ngoài vùng
của nó. Thứ hai, giả định rằng hai cảm biến tại các vị trí cố định có thể giao tiếp
một cách hoàn hảo (nghĩa là họ “được kết nối”) hoặc hoàn toàn không giao tiếp
(bị “ngắt kết nối”).

Bài toán tìm vị trí để đặt cảm biến, SP, được phát biểu như sau:

Định nghĩa 1.9 (Bài toán SP [81]). Cho trước một tập V các vị trí cần giám sát,
một cảm biến có khả năng đo một vùng trong vòng tròn bán kính xung quanh nó.
Với mỗi tập A ⊆ V , hàm mục tiêu f(A) =“Vùng được giám sát bởi các cảm biến
đặt tại A”. Giả sử tập U là tập hợp các tập con Si ⊆ U . Với A ⊆ V = {1, 2, .., n},
định nghĩa f(A) = |

⋃
i∈A Si|. Bài toán yêu cầu tìm A để vùng A có thể giám sát

được, f(A), là lớn nhất.

Với định nghĩa được mô tả như trên, bài toán trở thành bài toán tập phủ. Bài
toán tập phủ đã được chỉ ra có tính chất submodular [145] (Hình 1.1). Hàm f(A)

còn gọi là hàm thông tin thu được, hay là hàm đo chất lượng giám sát. Krause và
cộng sự [84, 82, 83] cũng đưa ra một phương pháp tính chất lượng giám sát khi
xây dựng f(·) là một hàm đo thông tin phụ thuộc lẫn nhau (mutual information
funcion) giữa các vị trí được chọn và các vị trí chưa được chọn.

Krause đã chỉ ra rằng bằng phép đo như trên, hàm mục tiêu có tính submod-
ular đơn điệu không giảm (Hình 1.1) và bài toán tối đa hàm mục tiêu là NP-khó.
Các tác giả cũng đã đưa ra một phép tính xấp xỉ trong thời gian đa thức cho lời
giải xấp xỉ 1 − 1/e lần lời giải chính xác. Thuật toán xấp xỉ mà họ cung cấp cho
hiệu quả tính toán các vị trí gần tối ưu với các đảm bảo hiệu suất lý thuyết mạnh
mẽ. Phương pháp của Krause cho thấy các vị trí đặt trực quan với độ chính xác dự
đoán vượt trội so với các phương pháp đương thời.

Sau này, nhiều tác giả cũng đã sử dụng bài toán này trong các thực nghiệm
nghiên cứu về bài toán tối ưu hàm submodular và k-submodular [96, 114, 112,
106, 24].

1.3. Các vấn đề nghiên cứu có liên quan

Tối đa một hàm submodular là một bài toán NP-khó nhưng tồn tại một thuật
toán xấp xỉ để giải bài toán đó [81]. Việc đề xuất các thuật toán xấp xỉ để giải
đã thu hút rất nhiều sự quan tâm của các nhà nghiên cứu, từ các công bố của
Nemhauser và cộng sự vào năm 1978 [101], cho tới các công bố trong 3 năm vừa
qua [34, 67, 24, 41, 35, 44]... cho thấy đây là một chủ đề nóng và hiện đại.
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Hình 1.5: Tìm vị trí đặt cảm biến tối đa thông tin thu được [81]

Các nghiên cứu về SM theo nhiều hướng khác nhau. Một số công bố nghiên
cứu bài toán SM không có ràng buộc (C = ∅) [55, 56, 20]... Các nghiên cứu được
phát triển dựa trên công trình của Feige và cộng sự [55] khi xây dựng các thuật
toán ngẫu nhiên để giải quyết bài toán này. Các tác giả chỉ ra tồn tại một thuật toán
ngẫu nhiên xấp xỉ hiệu quả để với một hàm submodular không âm f và f(∅) = 0,
trả lại tập S sao cho tỉ lệ của lời giải so với lời giải tối ưu S∗ thỏa mãn:

f(S) ≥ 1

2
f(S∗).

Tuy nhiên, nghiên cứu về SM được tập trung nhiều hơn khi xét bài toán với
ràng buộc. Việc đưa thêm ràng buộc vào cũng thỏa mãn nhiều kịch bản thực tế
như thời gian, chi phí, số lượng... hầu hết sẽ bị giới hạn. Đối với SM có ràng buộc,
đây vẫn là bài toán NP-khó [102], khả năng mở rộng của bài toán 1.1 bị hạn chế
bởi độ khó của nó.

Vì vậy, các nhà nghiên thường tập trung vào đề xuất các thuật toán xấp xỉ
hiệu quả với các đảm bảo lý thuyết về tỉ lệ xấp xỉ để giải quyết bài toán này. Dưới
đây, luận án sẽ giới thiệu các nghiên cứu có liên quan với một số ràng buộc thường
thấy của SM.

1.3.1. Bài toán SM với ràng buộc lực lượng

Ràng buộc lực lượng yêu cầu cần tìm tập lời giải |S| ≤ k, với k > 0 là lực
lượng lớn nhất của tập S. Khi đó bài toán trở thành tối đa hàm submodular với
ràng buộc lực lượng (Submodular Maximization under Cardinality constraint -
SMC). Ứng dụng tiêu biểu của bài toán này có thể kể đến là bài toán tối đa ảnh
hưởng - IM) đã mô tả ở trên.
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Nemhauser và cộng sự [102, 101] là những người đầu tiên đề xuất thuật toán
tham lam xấp xỉ cho bài toán SMC có hàm mục tiêu đơn điệu. Thuật toán của họ
được chỉ ra tỉ lệ xấp xỉ là 1− 1/e lời giải tối ưu.4 Họ cũng chứng minh được rằng
tính toán hàm f với không gian tập hợp là đa thức sẽ không thể cho tỉ lệ xấp xỉ
tốt hơn (1 − 1/e) [102, 101]. Sau này, các nhà khoa học tập trung giải bài toán
SMC bằng các thuật toán cải tiến giảm thời gian chạy hoặc giảm dung lượng lưu
trữ [97, 6, 11, 19]...

Mở rộng ràng buộc lực lượng, các thuật toán tham lam cũng được áp dụng cho
nhiều ràng buộc phức tạp hơn như ràng buộc matroid [23, 50, 10], nhiều matroid
(p-set constraint) [22, 66]... Bài toán trở thành tối đa hàm submodular với ràng
buộc matroid (submodular maximization under matroid constraint).

Bài toán này giả thiết cho (V, I) là một matroid, với V là tập cơ sở, I ⊆ 2V là
một tập gồm các tập con độc lập lẫn nhau được tạo ra từ tập V . I thỏa mãn 2 tính
chất: (1) với mọi A ⊆ B ⊆ V và B ∈ I thì A ∈ I; (2) A,B ∈ I và nếu |B| > |A|
thì ∃e ∈ B \A sao cho A∪{e} ∈ I. Hàm f gắn với matroid (V, I) còn gọi là hàm
tính hạng (rank function) của matroid. Bài toán cực đại hàm f(·) trong trường hợp
này cho tỉ lệ xấp xỉ là 1/2 khi sử dụng thuật toán tham lam. Cũng có nhiều tác giả
đã đề xuất các phương pháp cải tiến khác nhằm tăng tốc thuật toán [23, 50, 10],
hoặc giải với nhiều matroid (V, I1), (V, I2), .., (V, Ip) với I = ∩iIi, tạo nên ràng
buộc p-matroid, cho tỉ lệ xấp xỉ là 1/(p+ 1) [22].

1.3.2. Bài toán SM với ràng buộc chi phí

Một loại ràng buộc khác tổng quát hơn ràng buộc lực lượng là ràng buộc chi
phí (knapsack). Thay vì chỉ chọn k phần tử để thỏa mãn ràng buộc lực lượng, nhiều
ứng dụng các phần tử được chọn phải thỏa mãn yêu cầu về ngân sách khi xét đến
chi phí cần thiết để kích hoạt một phần tử và ngân sách để xét bài toán bị giới hạn.
Khi đó, mỗi một phần tử v ∈ V đều có một chi phí không đồng nhất c(v) ≥ 0. Bài
toán cho một ngân sách B, yêu cầu tìm lời giải S sao cho tối đa hàm submodular
f(S) với ràng buộc chi phí lời giải c(S) ≤ B. Khi c(e) = 1,∀e ∈ V , bài toán
trở thành tối đa hàm submodular với ràng buộc lực lượng. Khi hàm mục tiêu f là
tuyến tính, bài toán trở thành bài toán cái túi [38].

Thông thường hàm chi phí c(·) là một hàm modular hay hàm có tính cộng
tính với chi phí của tập S bất kì sẽ là c(S) =

∑
v∈S c(v). Bài toán lúc này trở thành

tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí (Submodular Maximization under
Knapsack constraint - SMK). Hướng nghiên cứu với ràng buộc chi phí là hướng
nghiên cứu chính của NCS trong luận án này.

4Một số bài báo viết thành e
e−1 do xét giữa tỉ lệ lời giải tối ưu với lời giải của thuật toán.
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Bài toán SMK sở dĩ thu hút được nhiều sự quan tâm vì tính thách thức của
nó. Thứ nhất, ràng buộc chi phí không giống như ràng buộc về lực lượng hay là
matroid là những ràng buộc có thể dựa trên việc đếm, liệt kê các phần tử và chọn
ra phần tử tốt nhất. Với bài toán SM, các thuật toán sẽ vừa phải tìm cực đại hàm
f vừa phải đảm bảo tổng chi phí của lời giải không được vượt quá ngân sách cho
trước. Vì thế, so với ràng buộc về lực lượng, ràng buộc chi phí sẽ tổng quát hơn.
Nếu mỗi phần tử có chi phí là 1, bài toán SMK sẽ trở thành SMC.

Tiếp theo, vì phải quan tâm đến chi phí lời giải, bài toán SMK có thể cho rất
nhiều lời giải với các chi phí khác nhau miễn không vượt quá ngân sách B. Do vậy
kích thước lời giải cũng khác nhau. Vì thế, thời gian chạy của các thuật toán là khó
xác định.

Ban đầu, Wolsey và cộng sự [146] khởi xướng nghiên cứu bài toán SMK, họ
chứng minh được bài toán này là NP-khó nhưng có thể xấp xỉ lời giải với tỉ lệ
(1 − 1/e). Sau đó các tác giả khác [131, 92] đã đề xuất các phương pháp giải đạt
hoặc gần đạt tỉ lệ (1 − 1/e). Các tác giả khác như [88, 28, 21, 48] đã cố gắng cải
tiến tỉ lệ xấp xỉ nói trên thành (1− 1/e + ϵ) hoặc (1/e + ϵ), với ϵ > 0 là tham số
chính xác. Ngoài ra, họ còn mở rộng bài toán cho trường hợp tổng quát, hàm f có
thể không đơn điệu [131].

Các thuật toán được đề xuất giải các bài toán trên thường được xây dựng dựa
trên giải thuật tham lam [102, 146]. Tuy nhiên tối ưu hàm submodular là các bài
toán NP-khó, nên các nghiên cứu sau này cải tiến thuật toán tham lam bằng thuật
toán luồng [70, 62, 67] hoặc thuật toán song song [1, 67]... Gần đây, một số tác
giả còn xem xét bài toán tối ưu hàm submodular với ràng buộc d nguồn ngân sách
[148, 149], nhiều chi phí [130, 53]...

Vì tính thách thức và lợi ích của bài toán SMK, luận án tập trung nghiên cứu
bài toán này và vận dụng nó trong một số trường hợp biến thể như có nhiễu, mở
rộng thành k-submodular...

1.3.3. Bài toán Phủ Submodular

Các bài toán ứng dụng của SM như đặt cảm biến, tối đa ảnh hưởng... có thể
dẫn về bài toán Tập phủ (Set Cover) [81, 80]. Trong đó, cần tìm tập phủ S ⊆ V sao
cho nó sẽ phủ tối đa các phần tử trong tập V . Tuy nhiên, có nhiều trường hợp người
ta không cần quan tâm đến tối đa hàm mục tiêu mà chỉ cần vượt một ngưỡng cho
trước là được, để chi phí bỏ ra là nhỏ nhất. Bài toán này còn gọi là phủ tối thiểu.
Wolsey [145] đã khái quát thành bài toán Phủ Submodular (Submodular Cover -
SC) có dạng như sau:

Định nghĩa 1.10 (Bài toán SC [145]). Cho một hàm submodular đơn điệu không
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âm f : 2V 7→ R+ và một ngưỡng α > 0, bài toán cần tìm một tập S ⊆ V với lực
lượng nhỏ nhất sao cho f(S) ≥ α.

Với bài toán này, chi phí về lực lượng nhỏ nhất là dạng chi phí đơn giản nhất.
Tức là:

S∗ ← argmin
S
|S| (1.6)

s.t f(S) ≥ α.

Dạng tổng quát của bài toán này bài toán Tập phủ tối thiểu với chí phí nhỏ nhất
(Min Cost Submodular Cover - MCSC) trong đó mỗi đỉnh e ∈ V sẽ có một chi phí
c(e) > 0. Bài toán cần tìm tập S sao cho chi phí của tập này, c(S) =

∑
e∈S c(e),

là nhỏ nhất sao cho f(S) ≥ α.
Bài toán SC cũng đã được chứng minh là bài toán NP-khó bởi Wolsey [145].

Ông cũng đồng thời đưa ra một thuật toán tham lam cho tỉ lệ xấp xỉ là 1 −
ln(maxe∈V f(e)/β) với β là lợi ích nhỏ nhất khác 0 của một phần tử nào đó được
thêm vào tập lời giải bởi thuật toán. Goyal và cộng sự [63] sau đó đã đề xuất một
thuật toán tham lam cho lời giải với chi phí bằng 1 − log(α/ϵ) chi phí tối ưu và
cho giá trị lời giải bằng α− ϵ giá trị tối ưu.

Sau này, một số tác giả đã đưa các cải tiến vào trong thuật toán để giảm số
lượng truy vấn xuống. Cụ thể, Crawford và cộng sự [40] đã đề xuất một thuật
toán tiến hóa tiêu chí kép cho các tỉ lệ (1 − log(1/ϵ), 1 − ϵ) so với giá trị lời giải
tối ưu và chi phí tối ưu. Gần đây, Ran và cộng sự [119] đã cải tiến chất lượng
lời giải và số lượng truy vấn nhờ thiết kế thuật toán song song cho tỉ lệ xấp xỉ là
H(min{maxe∈S g(e),α})

1−5ϵ trong O(n log(nα) log(α)(logα + log log(nα))/ϵ4) truy vấn,
với H(·) là một số Harmonic. Tuy nhiên, phương pháp của họ chỉ giải được với
hàm f là số nguyên. Đồng thời, các thuật toán trên đây vẫn cho độ phức tạp truy
vấn lớn. Một số tác giả còn mở rộng bài toán SC trên lưới nguyên f : ZV

+ 7→
R+[127, 129] với lập luận rằng một phần tử có thể được lựa chọn nhiều lần thay vì
một lần.

Với sự phát triển của bài toán SC trong nghiên cứu và ứng dụng, luận án đã
mở rộng nghiên cứu với bài toán SC. Đặc biệt, luận án xem xét bài toán này trên
lưới nguyên, trở thành bài toán DRSC để giải quyết các bài toán này.
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1.3.4. Sự mở rộng của bài toán tối ưu hàm submodular

1.3.4.1. Mở rộng hàm mục tiêu thành k-submodular

Các công trình nghiên cứu và các ứng dụng của hàm submodular trong học
máy và tối ưu tổ hợp cho thấy hàm này vừa có giá trị lý thuyết, vừa có ý nghĩa thực
tiễn. Trong bối cảnh đó, tại một nghiên cứu của Lovász về hàm submodular [95],
ông đã đặt vấn đề xét hàm submodular trong không gian nhiều chiều. Khi đó, tính
chất của submodular có thêm nhiều điều mới mẻ mà được ông đánh giá là có sự
bổ sung tính chất lý thuyết sâu sắc.

Các ứng dụng cụ thể của bài toán tối đa hàm k-submodular như tối đa ảnh
hưởng k chủ đề, phân lớp, đặt k loại cảm biến... cho thấy việc nghiên cứu về tối
ưu hàm k-submodular không chỉ có giá trị lý thuyết mà còn có giá trị thực tiễn.
Quá trình nghiên cứu giải bài toán tổng quát bắt đầu khi Singh và cộng sự trình
bày nghiên cứu về tối đa hàm k-submodular [125] với trường hợp k = 2. Kể từ
thời điểm đó trở đi, nhiều công trình đã tập trung vào các bài toán xét k nói chung
(k ≥ 2), vì với k = 1 bài toán trở thành tối đa hàm submodular đã có.

Tối đa hàm submodular được nghiên cứu mở rộng thành tối đa hàm k-submodular
với nhiều điều kiện khác nhau như tối đa hàm bi-submodular, k-submodular không
ràng buộc [144, 135, 110], và có ràng buộc [109, 122, 151, 118]...

Ban đầu, các tác giả nghiên cứu bài toán tối đa hàm k-submodular không có
ràng buộc bằng nhiều phương pháp khác nhau như: thiết kế thuật toán tham lam
tất định [144], tham lam ngẫu nhiên [73], giải ngẫu nhiên [110], và thiết kế thuật
toán luồng [126]... Tuy nhiên sau này, các nghiên cứu chuyển sang giải với ràng
buộc nhiều hơn do có sự gần gũi với các bài toán xảy ra trong thực tế.

Đầu tiên, các nghiên cứu tập trung vào ràng buộc lực lượng. Oshaka và cộng
sự [109] tiên phong giải bài toán tối đa hàm k-submodular đơn điệu với các ràng
buộc về lực lượng bằng cách sử dụng thuật toán tham lam với tỉ lệ xấp xỉ 1/2 cho
ràng buộc kích thước tổng của cả tập và xấp xỉ 1/3 cho ràng buộc kích thước đơn
lẻ của từng tập con. Sau đó, các tác giả trong [151, 152] đã đề xuất nhiều phương
pháp giải khác nhau, tuy nhiên tỉ lệ xấp xỉ tốt nhất đối với bài toán này vẫn là 1/2

và độ phức tạp truy vấn chưa là tuyến tính.
Sau này, việc tối đa hàm k-submodular đã được nghiên cứu dưới các ràng

buộc matroid. Các tác giả trong [122] đã chỉ ra một thuật toán tham lam có thể trả
về tỉ lệ xấp xỉ là 1/2 cho bài toán dưới ràng buộc matroid. Một thuật toán khác
có cùng tỉ lệ xấp xỉ bằng cách sử dụng phương pháp tham lam liên tục riêng biệt
đã được đề xuất trong [118]. Tuy nhiên, các phương pháp mở rộng hàm mục tiêu
thành hàm liên tục cần các tính toán phức tạp và có thể dẫn đến các kết quả tùy ý
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khó lường trước được [8].
Tiêu biểu, Ward và cộng sự [144] đã hoàn thiện lý thuyết nghiên cứu về hàm

k-submodular. Thêm vào đó, một số tác giả khác [109, 116, 106]... đã chỉ ra các
ứng dụng của bài toán tối đa hàm k-submodular trong nhiều tình huống, khi cần
thu thập thông tin từ nhiều nguồn khác nhau. Từ đó hình thành nhiều bài toán như
tóm tắt nhiều kiểu văn bản, lan truyền thông tin với nhiều chủ đề, tìm tập phủ
cực đại cho nhiều loại cảm biến khác nhau... mà tối ưu hàm submodular chưa giải
quyết được. Do vậy, việc nghiên cứu bài toán tối ưu hàm dạng k-submodular vừa
có giá trị lý thuyết vừa có giá trị thực tiễn.

Hàm k-submodular được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.11 (k-submodular [144] ). Cho một tập cơ sở V và một số nguyên
dương k, quy ước [k] = {1, 2, . . . , k} và (k + 1)V = {(V1, V2, . . . , Vk)|Vi ⊆ V ,
∀i ∈ [k], Vi ∩ Vj = ∅,∀i ̸= j} là họ k tập không giao nhau được gọi là k-tập
(k-set). Hàm f : (k+1)V 7→ R+ là k-submodular khi và chỉ khi với các biến x,y

bất kì x = (X1, X2, . . . , Xk) và y = (Y1, Y2, . . . , Yk) ∈ (k + 1)V , ta có:

f(x) + f(y) ≥ f(x ⊓ y) + f(x ⊔ y), (1.7)

trong đó:
x ⊓ y = (X1 ∩ Y1, . . . , Xk ∩ Yk),

và
x ⊔ y = (Z1, . . . , Zk), với Zi = Xi ∪ Yi \ (

⋃
j ̸=i

Xj ∪ Yj).

Bài toán tối đa hàm k-submodular đã thu hút được nhiều sự quan tâm trong
một vài năm gần đây. Các nghiên cứu chủ yếu tập trung vào tối đa hàm k-submodular
có ràng buộc [109, 116, 126, 106, 152]...

1.3.4.2. Mở rộng hàm mục tiêu trên lưới nguyên

Trong các nghiên cứu ban đầu, thường xét bài toán tối ưu hàm submodular
với hàm mục tiêu là hàm tập hợp. Tức là: f : 2V 7→ R+, là submodular nếu và chỉ
nếu nó thỏa mãn tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần (Định nghĩa 1.4).

Tuy nhiên, khi các ứng dụng được triển khai trên hàm tập hợp submodular
chưa xét đến một tình huống thực tế, một phần tử tốt có thể được lựa chọn nhiều
lần vào tập lời giải. Ví dụ khi một công ty chọn các đại lý tốt để tiếp thị một số
lượng sản phẩm, công ty sẽ có xu hướng chọn đi chọn lại các đại lý mang lại lợi
nhuận cao cho công ty. Như vậy việc chọn một đại lý như chọn một phần tử trong
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tập hợp, việc chỉ chọn một lần để thêm vào tập lời giải sẽ chưa phản ánh hết được
ý nghĩa đóng góp về mặt lợi ích của đại lý đó.

Các tình huống tương tự trên thúc đẩy các nhà nghiên cứu tìm hiểu các phiên
bản tổng quát hóa của tính submodular và lợi nhuận hiệu suất giảm dần được định
nghĩa trên lưới nguyên (Integer lattice). Soma và Yoshida [128] lần đầu tiên mở
rộng hàm f trên lưới nguyên ZV

+. Các tác giả đã chỉ ra tính chất lợi nhuận hiệu suất
giảm dần trên lưới nguyên (Diminishing return submodular, thường gọi là DR-
submodular) trở thành phiên bản tổng quát của hàm submodular trên lưới nguyên.

Hàm DR-submodular được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.12 (DR-submodular [128]). Cho một số nguyên dương k ∈ N, ký
hiệu [k] đại diện cho tập {1, . . . , k}. Cho tập cơ sở V = {e1, . . . , en}, ký hiệu x(e)

là giá trị tọa độ của vec-tơ x ∈ ZV
+ ứng với phần tử e nào đó. Ta cũng ký hiệu

vec-tơ đơn vị thứ e là χe với χe(t) = 1 nếu t = e và χe(t) = 0 nếu t ̸= e. Với mọi
vec-tơ x,y ∈ ZV

+, nói rằng x ≤ y nếu và chỉ nếu x(e) ≤ y(e),∀e ∈ V .
Hàm f : ZV

+ 7→ R+ thỏa mãn tính chất DR-submodular khi và chỉ khi:

f(x+ χe)− f(x) ≥ f(y + χe)− f(y), (1.8)

với x,y ∈ ZV
+,x ≤ y.

Nếu f thỏa mãn tính chất 1.8 thì nó cũng thỏa mãn tính chất lattice submod-
ular được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.13 (Lattice submodular [128]). Nếu f là DR-submodular thì nó cũng
thỏa mãn tính chất lattice submodular sao cho:

f(x) + f(y) ≥ f(x ∨ y) + f(x ∧ y), (1.9)

trong đó, ∧ và ∨ lần lượt là các phép toán nhỏ nhất, lớn nhất trên từng tọa độ. Có
nghĩa là: x ∧ y(e) = min{x(e),y(e)}, và x ∨ y(e) = max{x(e),y(e)}.

Khi hàm submodular là hàm tập hợp, tính chất submodular và tính chất lợi
nhuận hiệu suất giảm dần là tương đương. Nhưng xét trên lưới nguyên, tính chất
submodular đã được phát triển thành tính chất DR-submodular (1.8) và lattice
submodular. Tính chất DR-submodular mạnh hơn lattice submodular (1.9). Có
phát biểu rằng f là lattice submodular nếu f thỏa mãn bất đẳng thức (1.9), và nếu
f tiếp tục thỏa mãn bất đẳng thức (1.8), f là DR-submodular [128].

DR-submodular là sự tổng quát hóa tự nhiên nhất của submodular và có ý
nghĩa trong nghiên cứu do nó có liên quan đến tính toán lợi ích thu được. Vì thế
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đối với các nghiên cứu gần đây [127, 128, 129] người ta đã đặt vấn đề nghiên cứu
hàm DR-submodular ứng dụng trong các bài toán tối ưu phân bố tài nguyên và bài
toán phúc lợi xã hội. Do tính mới của nó, luận án cũng đặt mục tiêu nghiên cứu
bài toán tối ưu với hàm mục tiêu là DR-submodular.

1.4. Thuật toán xấp xỉ giải quyết bài toán tối ưu hàm submodular

1.4.1. Khái niệm thuật toán xấp xỉ

Thuật toán xấp xỉ là các thuật toán tìm lời giải gần đúng cho các bài toán tối
ưu. Thuật toán xấp xỉ thường được sử dụng cho các bài toán NP-khó, hoặc các bài
toán có thuật toán đa thức nhưng quá chậm khi dữ liệu đầu vào lớn.

Với một bài toán tối ưu, mỗi lời giải tiềm năng đều có một chi phí dương nào
đó, và ta cần tìm lời giải gần tối ưu. Từ góc độ tính tỉ lệ xấp xỉ của các lời giải cho
thấy các bài toán NP-khó có độ khó rất khác nhau.

Chúng ta biểu thị một thuật toán có tỉ lệ xấp xỉ (approximation ratio) là ρ(n)

với n là kích thước dữ liệu đầu vào, thường được viết gọn lại là ρ, nếu với bất kì
một tập đầu vào kích thước n, chi phí C của lời giải là không quá hệ số ρ của chi
phí C∗ của lời giải tối ưu [138].

Định nghĩa cụ thể hơn, với bài toán CO, giả sử có hàm mục tiêu f : 2V 7→ R
với V là tập cơ sở kích thước n. Gọi S∗ ⊆ V là lời giải tối ưu của bài toán (optimal
solution), giá trị f(S∗) tương ứng là giá trị tối ưu của bài toán (optimal value), ký
hiệu là opt. Khi đó, định nghĩa thuật toán xấp xỉ của bài toán CO như sau:

Định nghĩa 1.14 (Thuật toán xấp xỉ [138]). Giả sử cần tìm lời giải S ⊆ V với V
là tập cơ sở kích thước n sao cho hàm f đạt giá trị cực đại. Ta nói thuật toán xấp
xỉ A cho lời giải là S ⊆ V có tỉ lệ xấp xỉ là ρ, ρ ∈ (0, 1), nếu nó thực hiện trong
thời gian đa thức theo kích cỡ của dữ liệu đầu vào và thỏa mãn

f(S) ≥ ρ · opt. (1.10)

Với bài toán tìm giá trị cực tiểu của hàm f , một cách tương tự sẽ có: f(S) ≤
ρ.opt, ρ > 1. ρ được gọi là tỉ lệ xấp xỉ hoặc hệ số xấp xỉ.

1.4.2. Các đảm bảo lý thuyết của thuật toán

1.4.2.1. Tỉ lệ xấp xỉ

a) Tỉ lệ xấp xỉ đảm bảo chất lượng lời giải

Tỷ lệ xấp xỉ ρ có ý nghĩa rằng trong trường hợp xấu nhất, thuật toán cũng
đảm bảo đạt tỉ lệ ρ lần lời giải tối ưu. Giá trị này rất quan trọng trong việc thiết
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kế các thuật toán xấp xỉ, thường được sử dụng để so sánh đánh giá giữa các thuật
toán khi cùng giải một bài toán.

Với thuật toán xấp xỉ tỉ lệ 1 thì đây là lời giải tối ưu, và nếu tỉ lệ theo công
thức (1.10) càng bé thì lời giải các tồi. Nhiều thuật toán giải bài toán NP sẽ cho
tỉ lệ xấp xỉ là một hằng số (constant-factor approximation). Chẳng hạn thuật toán
tham lam giải bài toán SM cho tỉ lệ xấp xỉ là 1−1/e ≈ 63% là một hằng số [102].

Bài toán NP gây khó khăn lớn khi tỉ lệ xấp xỉ bị ảnh hưởng bởi kích cỡ n. Vì
thế, một trong các hướng thiết kế thuật toán là đề xuất các thuật toán xấp xỉ tất
định (deterministic approximation algorithm) với tỉ lệ là hằng số để tăng sự độc
lập và tính xác định của thuật toán với bất kì kích cỡ n nào của dữ liệu đầu vào.
Thuật toán tất định là những thuật toán có thể dự đoán được đầu ra dựa trên đầu
vào của nó. Nói cách khác, trong một thuật toán tất định, đối với một đầu vào cụ
thể nhất định, máy tính sẽ luôn tạo ra cùng một đầu ra thông qua các trạng thái
giống nhau.

Ngoài ra, khi đưa ra tỉ lệ xấp xỉ hoặc độ phức tạp, thường xuất hiện tham
số ϵ > 0, ϵ ∈ (0, 1). Tham số này gọi là tham số chính xác (accuracy parame-
ter) [138]. Chẳng hạn như C.Borgs và cộng sự để giải bài toán IM, đã đề xuất cải
tiến thuật toán tham lam bằng phương pháp lấy mẫu ảnh hưởng ngược để tìm tập
lời giải. Thuật toán của họ cho tỉ lệ xấp xỉ là 1− 1/e− ϵ với độ phức tạp thời gian
giảm theo hệ số logarit so với thuật toán đã được đề xuất bởi Kempe [43].

Lưu ý trong một số công bố, các tác giả đưa ra tỉ lệ xấp xỉ là ρ > 1, khi đó tỉ
lệ xấp xỉ căn cứ giữa tỉ lệ lời giải tối ưu hơn lời giải xấp xỉ nhiều nhất là bao nhiêu
lần. Chẳng hạn trong các bài báo [1, 67], các tác giả đã đề xuất các thuật toán xấp
xỉ giải bài toán SMK với các tỉ lệ xấp xỉ là 6+ ϵ, 5+ ϵ và 4+ ϵ. Với cách trình bày
này, tỉ lệ xấp xỉ càng gần giá trị 1 thì lời giải càng tốt.

b) Thuật toán xấp xỉ tiêu chí kép

Khi nghiên cứu các bài toán cần tối ưu chi phí, việc đưa ra lời giải cho tỉ lệ
xấp xỉ là hằng số hoặc đề xuất các thuật toán xấp xỉ đưa ra lời giải trong thời gian
đa thức sẽ gặp nhiều thách thức do chịu sự ràng buộc của chi phí lời giải tối ưu
phải nhỏ nhất trong khi hàm lợi ích (hàm mục tiêu) vẫn phải vượt ngưỡng. Khi đó,
một số tác giả đã đề xuất hướng tiếp cận nới lỏng các ràng buộc đối với cả hàm
chi phí và hàm mục tiêu. Cách thiết kế theo hướng tiếp cận như vậy gọi là thiết kế
thuật toán xấp xỉ tiêu chí kép (bicriteria approximation algorithm).

Một thuật toán gọi là xấp xỉ tiêu chí kép (σ1, σ2) là thuật toán cho 2 tỉ lệ xấp
xỉ σ1, σ2 lần lượt là các tỉ lệ xấp xỉ của giá trị chi phí và giá trị mục tiêu của lời
giải có được từ thuật toán so với lời giải tối ưu. Ví dụ, Crawford và cộng sự [? ] đã

29



đề xuất một thuật toán tiến hóa tiêu chí kép cho các tỉ lệ (1 − log(1/ϵ), 1 − ϵ) so
với chi phí tối ưu và giá trị lời giải tối ưu cho bài toán tối thiểu chi phí cho SC.

Tỉ lệ xấp xỉ thể hiện chất lượng lời giải so với lời giải tối ưu. Tuy nhiên, một
thuật toán cho chất lượng lời giải tiệm cận với lời giải tối ưu nhưng thời gian chạy
của nó quá lớn làm cho nó trở nên bất khả thi. Vì thế, khi đề xuất các thuật toán
xấp xỉ cần phải quan tâm đến các đảm bảo lý thuyết khác của thuật toán như thời
gian chạy, dung lượng bộ nhớ... đặc biệt là thời gian chạy, được thể hiện qua độ
phức tạp của thuật toán.

1.4.2.2. Độ phức tạp thuật toán

Trong các đặc trưng của thuật toán, thì khối lượng công việc cần thực hiện là
một đặc trưng thiết yếu. Đây là tiêu chí quan trọng nhất để đánh giá một thuật toán
có tốt hay không. Khối lượng công việc thường tỉ lệ thuận với thời gian thực hiện
thuật toán. Từ đó, khái niệm độ phức tạp (thời gian) được quan tâm. Đối với bài
toán tối ưu hàm submodular, một vài độ phức tạp ảnh hưởng tới kết quả chạy của
thuật toán được chỉ ra như dưới đây.

a) Độ phức tạp thời gian

Hiện nay, các bài toán bùng nổ với dữ liệu tăng nhanh về kích cỡ nên việc
thiết kế một một thuật toán hiệu quả cũng rất quan trọng. Rõ ràng thuật toán giải
quyết bài toán trong vài giờ sẽ được đánh giá cao hơn một thuật toán khác phải
mất vài ngày, với điều kiện độ chính xác của các thuật toán là tương đương nhau.
Khi đánh giá thuật toán hoặc so sánh giữa các thuật toán, người ta thường đưa ra
phép đo thời gian thực hiện thuật toán, hay còn gọi là độ phức tạp thời gian (time
complexity), đôi khi sử dụng thuật ngữ độ phức tạp tính toán cũng mang ngụ ý về
độ phức tạp thời gian.

Gọi độ phức tạp thời gian là một hàm T (n) phụ thuộc vào kích thước dữ liệu
đầu vào n ∈ Z+. Với tập hợp, kích thước dữ liệu là số phần tử của tập đó. Độ phức
tạp thời gian được xem xét trong các trường hợp: xấu nhất, tốt nhất, hoặc trong
trường hợp trung bình [38]...

Thông thường, độ phức tạp xấu nhất (hoặc tồi nhất) được sử dụng thường
xuyên hơn cả để đánh giá độ phức tạp thuật toán, vì nó đánh giá khả năng xấu nhất
sẽ xảy ra của một thuật toán, để người sử dụng có thể ước lượng được thời gian
hoặc chi phí cần thiết để thực hiện thuật toán.

Định nghĩa 1.15 (Độ phức tạp xấu nhất [38]). Độ phức tạp xấu nhất là thời gian
lâu nhất để thực hiện thuật toán. Trường hợp này lượng dữ liệu vào là bất lợi nhất.

Cụm từ độ phức tạp hay độ phức tạp thời gian cũng mang hàm ý độ phức tạp
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xấu nhất. Thời gian chạy tồi nhất của thuật toán là cận trên cho bất cứ đầu vào nào.
Ngoài ra, độ phức tạp tồi nhất cũng rất thường xuyên xảy ra trong thực tế. Chẳng
hạn, tìm kiếm một thông tin nào đó trong kho dữ liệu, mà thông tin này không có
là điều thường gặp.

Để làm căn cứ đánh giá một cách tổng quát các thuật toán, người ta thường
xấp xỉ thời gian chạy của thuật toán. Trong đó, hàm O, còn gọi là O-lớn (Big-oh)
cho một xấp xỉ của thời gian chạy của thuật toán trong trường hợp xấu nhất.

Định nghĩa 1.16 (O-lớn [4]). Gọi T (n) là thời gian chạy thuật toán và cho hàm
f(n), ta nói T (n) là một O- lớn, O(f(n)), nếu tồn tại hằng số thực C và số nguyên
dương n0 sao cho

T (n) ≤ C · f(n) ∀n ≥ n0. (1.11)

Có thể viết T (n) = O(f(n)), hay thuật toán có độ phức tạp là O(f(n)). Ví
dụ T (n) = 5n2 + 2n ≤ 7n2 là hàm mô tả phức tạp (thời gian chạy) của một thuật
toán nào đó, vậy T (n) = O(n2), với C = 7, n0 = 1, hay thuật toán có độ phức tạp
là O(n2).

Một số độ phức tạp tính toán thường gặp cùng với tên gọi của nó được trình
bày trong Bảng 1.1.

Bảng 1.1: Bảng độ phức tạp tính toán

Ký hiệu Tên gọi độ phức tạp
O(1) Hằng số (constant)
O(log n) Lô-ga-rít (logarithmic)
O(n) Tuyến tính (linear)
O(n log n) Gần tuyến tính (linearithmic|sublinear)
O(log log n) Lô-ga-rít kép (double logarithmic)
O(n2) Bình phương (quadratic)
O(nc) Đa thức (polynomial)
O(cn), c > 1 Hàm mũ (exponential)

O(·) cũng được coi là chặn trên (upper bound) của thuật toán và chặn trên
của một thuật toán là lượng thời gian cần thiết nhiều nhất (hiệu suất trong trường
hợp xấu nhất). Ký hiệu O(·) được sử dụng để mô tả cận trên tiệm cận mang hàm ý
số phép tính nhiều nhất cần dùng. Ngược lại, hàm Ω - còn gọi là Ô-mê-ga lớn cho
ước lượng chặn dưới (lower bound) của số phép toán cần dùng.
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Định nghĩa 1.17 (Ô-mê-ga lớn [4]). Cho hàm số f(n), ta nói hàm T (n) là một
Ω(f(n)), đọc là Ô-mê-ga lớn của f(n), nếu tồn tại số dương C và số nguyên n0,
sao cho

T (n) ≥ C · f(n),∀n ≥ n0. (1.12)

Giả sử T (n) = 3n2 + 5n− 4, ta có T (n) = Ω(n2), hoặc T (n) = Ω(n) hoặc
thậm chí T (n) = Ω(1).

Trong trường hợp muốn xấp xỉ hàm thời gian T (n) theo trung bình, hoặc cả
hai tiêu chuẩn O và Ω, người ta đưa ra thêm một tiêu chuẩn nữa cho phép ước
lượng thời gian chạy của thuật toán trong hai trường hợp này là Θ. Hàm này được
định nghĩa như sau:

Định nghĩa 1.18 (Thê-ta lớn [38]). Cho hàm số g(n), ta nói hàm T (n) là một
Θ(g(n)), đọc là Thê-ta lớn của g(n), nếu tồn tại hai số dương C1, C2 và số nguyên
n0, sao cho

0 ≤ C1g(n) ≤ T (n) ≤ C2 · g(n),∀n ≥ n0 (1.13)

Giả sử T (n) = 3n2 + 25n + 4, có thể viết T (n) = Θ(n2). Thê-ta lớn là giới
hạn chặt nhất mà thuật toán có thể thực hiện. Tuy nhiên, hiện nay độ phức tạp O(·)
được sử dụng nhiều hơn cả do có sự liên quan đến thời gian lâu nhất cần ước tính
để chạy thuật toán.

b) Độ phức tạp truy vấn

Đối với bài toán tối ưu hàm submodular, bên cạnh quan tâm đến độ phức tạp
thời gian, người ta còn quan tâm đến độ phức tạp truy vấn (query complexity).
Một lần thực hiện ước lượng hàm mục tiêu f được gọi là một truy vấn (query).
Một query là một truy vấn đa thức theo thời gian. Với độ phức tạp truy vấn, độ
phức tạp O-lớn thường được sử dụng. Trong các công bố về hàm submodular gần
đây [1, 67, 41, 44, 35]... để so sánh giữa các thuật toán, các tác giả thường đưa ra
độ phức tạp truy vấn như là một đại diện cho thời gian chạy.

Định nghĩa 1.19 (Độ phức tạp truy vấn). Giả sử bài toán đã cho một cách ước
lượng hàm mục tiêu f , coi một lời gọi hàm là một phép tính đa thức theo thời gian,
một truy vấn là một lời gọi hàm f . Độ phức tạp truy vấn là số lượng truy vấn nhiều
nhất mà thuật toán cần thực hiện.

Với các bài toán CO nói chung và các bài toán tối ưu hàm submodular nói
riêng, việc gọi hàm f là thường xuyên, nên số lượng lời gọi hàm ảnh hưởng trực
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tiếp đến thời gian chạy của thuật toán. Do vậy đây là một phép đo quan trọng để
xác định hiệu quả của một thuật toán. Các thuật toán thiết kế theo hướng giảm độ
phức tạp truy vấn đang là xu hướng chung khi giải bài toán tối ưu hàm submodular.

Với thuật toán tham lam cổ điển cho bài toán SMC [101], cần O(nk) truy
vấn tới hàm f . Ngoài ra, với một số bài toán, ví dụ tối đa hàm submodular không
ràng buộc, tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí (bài toán SMK)... độ lớn
của tập lời giải không xác định và phụ thuộc chặt chẽ vào tập dữ liệu đầu vào cùng
với các tham số đầu vào khác. Khi đó, số lượng lời giải dự tuyển sẽ khó lường
trước được và các lời giải sẽ có kích cỡ khác nhau. Vì vậy, để đánh giá một thuật
toán theo thời gian chạy là khó khả thi. Thay vào đó, người ta đánh giá thông qua
độ phức tạp truy vấn. Cho nên sử dụng độ phức tạp truy vấn là một tiêu chí quan
trọng để đánh giá, so sánh giữa các thuật toán.

1.4.3. Thuật toán tham lam xấp xỉ

Thuật toán tham lam xấp xỉ là một thuật toán hiệu quả để giải quyết các bài
toán tối ưu hàm submodular. Nemhauser và cộng sự [102] lần đầu tiên xây dựng
một giải thuật tham lam để giải bài toán SMC với hàm mục tiêu là hàm submodular
không âm đơn điệu tăng. Các tác giả xây dựng chiến lược tham lam duyệt tuần tự
từng phần tử trong tập cơ sở và chọn ra các phần tử nào cho lợi nhuận biên lớn
nhất, cho tới khi điều kiện dừng được thoả mãn (số lượng phần tử của tập lời giải
đạt đến k). Chi tiết của giải thuật được trình bày trong Thuật toán 1

Algorithm 1 : Greedy algorithm
Input: f : 2V 7→ R+; f(∅) = 0, k ∈ Z+

Output: S
1: S ← ∅, V 0 = V, t = 1;
2: while t ≤ k do
3: emax ← argmaxe∈V \S(f(S + {e})− f(S))
4: S ← S ∪ {emax}
5: t← t+ 1
6: end while
7: return S

Nemhauser và Wolsey [101] cũng đã chỉ ra sự phù hợp của thuật toán tham
lam với bài toán SM khi cho tỉ lệ xấp xỉ tốt nhất. Hơn nữa, sử dụng phương pháp
tham lam còn thể hiện sự linh hoạt khi áp dụng cho nhiều dạng của bài toán tối ưu
hàm submodular. Chẳng hạn với bài toán SMK, thuật toán tham lam do Wolsey đề
xuất [146] lựa chọn các phần tử cho tỉ lệ giữa lợi nhuận biên và chi phí là lớn nhất
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emax ← argmaxe∈V \S(f(S ∪ e)− f(S))/c(e). Thuật toán này cũng cho tỉ lệ xấp
xỉ 1− 1/e.

Nhược điểm của giải thuật tham lam đó là số phép tính cần thực hiện rất lớn.
Thuật toán chạy tuần tự, tại mỗi bước lặp của t cần tốn O(n) truy vấn hàm f .
Như vậy, Thuật toán 1 có độ phức tạp thời gian là O(nk), độ phức tạp truy vấn là
O(nk), độ phức tạp bộ nhớ là O(n). Điều này làm thuật toán trở nên bất khả thi
với bộ dữ liệu có kích cỡ lớn. Chương 2 của luận án cũng đã chỉ ra trong phần thực
nghiệm đối với bài toán kSMK, với các bộ dữ liệu vài chục nghìn đỉnh, với thời
gian bị ràng buộc, thuật toán tham lam không thể cho lời giải cuối cùng trong khi
các thuật toán cải tiến đều trả về kết quả.

1.4.4. Cải tiến thuật toán tham lam xấp xỉ

Với bài toán tối đa hàm submodular giải quyết bằng giải thuật tham lam đơn
giản [102, 145, 146], thuật toán phải xét tuần tự tất cả các phần tử trong tập cơ sở
V để tìm ra phần tử có đóng góp lợi ích lớn nhất. Với cách làm này thời gian tìm
kiếm sẽ bị chi phối bởi số lời gọi hàm f . Kết hợp với dữ liệu đầu vào lớn, thời gian
chạy của thuật toán tham lam sẽ tăng nhanh do không gian tìm kiếm tăng theo hàm
mũ. Điều đó dẫn đến yêu cầu cần phải thiết kế các thuật toán nhanh với số lượng
truy vấn lời gọi hàm giảm xuống đáng kể so với tham lam.

Hơn nữa, còn một yêu cầu phát sinh từ thực tiễn nghiên cứu với các bài toán
ứng dụng cụ thể của SM, Amanatidis và đồng sự [2] đã chỉ ra thách thức gặp phải
khi có sự không chắc chắn cố hữu trong các vấn đề như vị trí cảm biến hoặc tối đa
hóa doanh thu, trong đó người ta không tìm hiểu giá trị đóng góp lợi ích chính xác
của một phần tử cho đến khi phần tử đó được thêm vào giải pháp. Và vì vậy, thuật
toán cũng sẽ phải trả giá cho việc tính toán hàm mục tiêu. Ngay cả việc ước tính
giá trị kỳ vọng cho một hàm mục tiêu chưa biết một phần nào đó cũng có thể rất
tốn kém. Do đó việc giảm số lời gọi hàm càng trở nên cần thiết.

Để khắc phục vấn đề thời gian chạy của thuật toán tham lam, các nhà khoa
học thường đưa ra các giải pháp cải tiến theo hướng giảm độ phức tạp thời gian,
giảm độ phức tạp truy vấn, hoặc giảm độ phức tạp bộ nhớ nhưng vẫn đảm bảo tỉ lệ
xấp xỉ chấp nhận được. Một số phương pháp cải tiến phổ biến được tóm tắt như sau.

1. Thiết kế ngưỡng tham lam. Thuật toán tham lam xấp xỉ cải tiến đưa ra một
ngưỡng tham lam (greedy threshold) θ để có thể chọn ra các phần tử “tốt” và loại
bỏ các phần tử “xấu”.

Phương pháp ngưỡng tham lam đề ra một tiêu chí nào đó, sử dụng một ngưỡng
θ theo tiêu chí đó để lọc các phần tử. Căn cứ vào ngưỡng θ này, thuật toán giữ lại
các phần tử thoả mãn tiêu chí và loại bỏ các phần tử không vượt qua được điều

34



kiện ngưỡng. Đây là một cách thiết kế tốt để giảm số lượng truy vấn hàm mục tiêu.
Có nhiều cách để đề xuất ngưỡng θ này. Cách đầu tiên là thiết kế ngưỡng tham

lam cho lợi ích tăng thêm. Phương pháp này yêu cầu giá trị đóng góp của 1 phần tử
e vào trong tập lời giải dự tuyển S phải vượt qua một ngưỡng θ cho trước. Chẳng
hạn với thuật toán SIEVE-STREAMING do Bandanidiyuru và cộng sự đề xuất [5]
giải quyết bài toán SMC, ngưỡng θ thiết lập là giá trị lợi nhuận biên ∆(e|Sv) của e
khi thêm vào tập lời giải dự tuyển Sv không nhỏ hơn θ = (v/2−f(Sv))/(k−|Sv|)
với v là một ước lượng của giá trị mục tiêu có thể tính toán được. Phương pháp này
còn được áp dụng trong nhiều công bố sau này [86, 87, 34].

Một cách thiết kế khác là thiết kế ngưỡng tham lam theo mật độ tăng thêm
(density gain). Phương pháp này dùng khi giải bài toán tối ưu hàm submodular với
ràng buộc chi phí, ví dụ bài toán SMK. Wolsey lần đầu tiên đưa ra khái niệm mật
độ tham lam (density greedy) khi giải quyết bài toán SMK đơn điệu [146]. Khái
niệm mật độ là tỉ lệ giữa lợi nhuận biên và chi phí của một phần tử khi thêm vào
tập lời giải.

Sau đó, Mirzasoleiman và cộng sự [98] lần đầu tiên xây dựng phương pháp
ngưỡng mật độ tham lam (Greedy Density Threshold - GDT). Ý tưởng chính là
xây dựng thủ tục GDT không chọn các phần tử nào có tỉ lệ ∆(e|S)/c(e) nhỏ hơn
ngưỡng ρ với c(e) là tổng ngân sách chi cho phần tử e từ nguồn l ngân sách. Điểm
đặc biệt là các tác giả đã thiết kế để ρ có thể giảm dần theo từng vòng lặp nhằm
gia tăng chất lượng lời giải, cải thiện tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán. Lúc đó, phương
pháp này được gọi là ngưỡng tham lam giảm dần (decreasing greedy threshold).

Sử dụng ngưỡng tham lam còn có ưu điểm là sự linh hoạt khi kết hợp với các
phương pháp thiết kế khác như giảm dần ngưỡng, thiết kế thuật toán luồng, song
song hoá để giảm độ phức tạp thời gian, độ phức tạp truy vấn mà vẫn đảm bảo chất
lượng lời giải [2, 67, 24].

2. Thiết kế thuật toán luồng. Thiết kế thuật toán luồng nhằm gia tăng cơ hội
chọn nhiều phần tử tốt với dung lượng bộ nhớ bị giới hạn.

Thông thường, với tham lam, toàn bộ dữ liệu được đưa vào thuật toán thành một
luồng và được đọc tuần tự từng phần tử. Sau đó, tại một thời điểm cần phải đưa
ra quyết định có chọn nó hay không. Rất nhiều trường hợp không thể đảo ngược
được quyết định làm cho thời gian tìm ra lời giải lâu hơn. Đồng thời, dung lượng
bộ nhớ luôn luôn phải chứa cả tập V . Việc xử lý tuần tự từng phần tử làm cho hiệu
quả sử dụng bộ nhớ bị giảm đi.

Thuật toán luồng (streaming) là một dạng thuật toán trực tuyến được vận dụng
nhằm cải tiến thuật toán tham lam. Thay vì đọc vào bộ nhớ toàn bộ luồng, thuật
toán trực tuyến sẽ đọc dữ liệu vào theo từng khối hoặc từng phần. Với thuật toán
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luồng, nó sẽ quét luồng dữ liệu có kích thước n một hoặc nhiều lần. Tại một thời
điểm t, thuật toán sẽ đọc và xử lý các phần tử có kích thước hữu hạn M sao cho
M ≪ nt với nt là kích thước của luồng dữ liệu. Để đánh giá hiệu quả của một
thuật toán luồng, các căn cứ sau được đưa ra:

- Số k lần quét dòng dữ liệu (k-pass) mà thuật toán cần.
- Dung lượng bộ nhớ cần xử lý trong luồng, max |Mt|;
- Thời gian chạy của thuật toán, thường được đo qua độ phức tạp truy vấn;
- Tỉ lệ xấp xỉ mà thuật toán đưa ra.

Bandanidiyuru và cộng sự [5] là những người tiên phong đưa kỹ thuật luồng kết
hợp với tham lam giải bài toán SMC với các đảm bảo lý thuyết mạnh mẽ. Họ đã
đề xuất thuật toán SIEVE-STREAMING chỉ cần duyệt dòng dữ liệu 1 lần, với sắp
xếp bất kì, cho tỉ lệ xấp xỉ là 1/2 − ϵ, ϵ > 0. Tại cùng 1 thời điểm, thuật toán này
chỉ yêu cầu có O((k log k)/ϵ) bộ nhớ. Tức là nó độc lập với kích thước của tập dữ
liệu đầu vào, và xử lý các dữ liệu với O((log k)/ϵ) thời gian cập nhật. Tỉ lệ xấp xỉ
so với tham lam thì vẫn thấp hơn nhưng tính hiệu quả được đánh giá cao khi chỉ
bằng 1 lần quét tập V , dung lượng nhớ và thời gian chạy đã được giảm đáng kể.

Ưu điểm của thuật toán luồng là có thể kết hợp với ngưỡng tham lam để sàng
lọc các phần chọn ra phần tử tốt. Ngoài ra, khi quét dòng dữ liệu vài lần, đưa ra
nhiều lời giải dự tuyển để cùng sàng lọc một phần tử tại một thời điểm tạo cơ hội
chọn lại các phần tử tốt đã bị bỏ qua là lớn hơn. Qua đó đảm bảo được chất lượng
lời giải cân bằng với số lượng truy vấn và dung lượng lưu trữ dữ liệu bị giới hạn.

Thiết kế thuật toán luồng hiện nay rất được ưa chuộng, áp dụng rộng rãi với
nhiều dạng của bài toán tối ưu hàm submodular [115, 1, 67, 24]...

3. Thiết kế thuật toán song song. Thiết kế thuật toán song song dựa trên ý
tưởng song song hoá các truy vấn lời gọi hàm tại mỗi bước lặp của thuật toán, do
Balkanski và cộng sự [11] đề xuất. Từ đó hình thành khái niệm độ phức tạp song
song là số vòng lặp tuần tự tối thiểu của một thuật toán. Song song hoá làm cho
tại mỗi vòng lặp, thuật toán sẽ thực hiện các truy vấn đến hàm f(·) là độc lập lẫn
nhau, do đó có thể tiến hành song song với nhau được. Điểm khó khăn lớn nhất
của thuật toán song song đó là phụ thuộc vào người thiết kế thuật toán, rất khó để
đưa ra một khuôn mẫu chung cho tất cả các bài toán tối ưu khác nhau được. Nhưng
lợi điểm nhìn thấy rõ là nếu độ phức tạp song song thấp, tức là số vòng lặp tuần tự
càng ít thì tốc độ chạy của thuật toán càng nhanh. Phương pháp này được áp dụng
trong một số công bố gần đây [10, 2]...
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1.5. Các thách thức và mục tiêu nghiên cứu

Bài toán tối ưu hàm submodular là một bài toán vừa có nhiều tính chất lý
thuyết sâu sắc, vừa có tính ứng dụng trong thực tiễn cao. Nghiên cứu về bài
toán này là một chủ đề nóng trong thời gian gần đây, xuất hiện nhiều trên các
diễn đàn nổi tiếng về trí tuệ nhân tạo và học máy như các Hội nghị AAAI [86],
AISTATS[85], ICML [96, 87, 106], NEURIPS [128, 2], IJCAI [120, 24]... cũng
như các tạp chí hàng đầu về tối ưu tổ hợp và vận trù học [145, 131, 129]...

Qua tìm hiểu các công bố trên, tác giả nhận thấy xu hướng nghiên cứu và ứng
dụng trong thực tiễn mà giới nghiên cứu đang chú trọng là các bài toán biến thể
và mở rộng của tối đa hàm submodular. Các bài toán mới xét với nhiều loại ràng
buộc, mở rộng không gian tìm kiếm... Tuy nhiên, hướng nghiên cứu này có một số
thách thức như sau:

1. Các bài toán thuộc lớp bài toán NP-khó, cần các thuật toán xấp xỉ hiệu quả
giải bài toán này. Vì thế, yêu cầu đặt ra đối với luận án là đề xuất được các thuật
toán xấp xỉ cạnh tranh với các thuật toán hiện có.

2. Vấn đề về dữ liệu lớn. Sự bùng nổ của tập dữ liệu đầu vào, không gian tìm
kiếm lời giải tăng theo hàm mũ. Do vậy, các thuật toán cần phải đảm bảo thời gian
tìm kiếm nhanh và không gian lưu trữ tối ưu.

3. Giảm số lượng truy vấn. Việc tính toán hàm mục tiêu ảnh hưởng tới thời
gian chạy của thuật toán. Với bài toán tối đa hàm submodular, lời gọi hàm mục
tiêu được thực hiện nhiều lần. Do vậy, nảy sinh yêu cầu cần thiết kế các thuật toán
sao cho giảm thiểu đáng kể các truy vấn này. Đây cũng là một thách thức quan
trọng cần lưu ý khi thiết kế các thuật toán.

4. Tính chất không đơn điệu của hàm mục tiêu. Thực tế, không phải lúc nào
hàm mục tiêu submodular cũng có thể đơn điệu. Tính không đơn điệu ảnh hưởng
đến các thuật toán khi cần nhanh chóng phải loại bỏ các phần tử “xấu”. Do vậy,
các thuật toán cần phải có các phân tích và đưa ra cách chọn lời giải khéo léo.

5. Cuối cùng, các bài toán tối ưu hàm submodular có thêm ràng buộc, xét với
nhiễu, mở rộng không gian tìm kiếm... đôi khi sẽ làm thay đổi bản chất hàm mục
tiêu, hoặc làm số lượng lời giải dự tuyển khó xác định. Do đó, cần các thuật toán
mới giải quyết các vấn đề này.

Với bối cảnh nghiên cứu và các thách thức đặt ra ở trên, luận án định hướng
nghiên cứu như sau:

- Nghiên cứu các bài toán tối đa hàm submodular SM, bài toán đối ngẫu SC
với các ràng buộc kèm theo. Trong đó, ràng buộc chi phí được quan tâm, do tính
tổng quát của nó. Từ đó, nghiên cứu các biến thể của hai bài toán trên: giải với
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nhiễu, mở rộng hàm mục tiêu...;
- Nghiên cứu về thuật toán xấp xỉ và các phương pháp cải tiến hiện nay;
- Đề xuất các thuật toán xấp xỉ cạnh tranh giải quyết các bài toán.

Từ đó, luận án đã đề xuất các thuật toán xấp xỉ để giải quyết ba bài toán cụ thể:
Tối đa hàm k-submodular với ràng buộc chi phí (kSMK), tối đa hàm submodular
với ràng buộc chi phí có nhiễu (SMKN) và tối đa hàm Phủ Submodular trên lưới
nguyên (DRSC).

Với bài toán kSMK, như đã phân tích, với các ứng dụng cần phân hoạch các
phần tử vào k tập không giao nhau đòi hỏi sự mở rộng nghiên cứu tối ưu hàm
submodular thành tối ưu hàm k-submodular. Các nghiên cứu hiện nay đối với bài
toán kSMK còn nhiều hạn chế như chưa nhiều công bố có liên quan, vấn đề thời
gian chạy và tỉ lệ xấp xỉ cần được cải thiện [134, 115]. Tỉ lệ xấp xỉ tốt nhất hiện
nay đối với bài toán là 1/2 của [140] nhưng lại không khả thi, không có tính thực
tế, tốn lượng truy vấn quá lớn. Do đó, luận án đặt vấn đề đề xuất các thuật toán
cho tỉ lệ xấp xỉ cạnh tranh với các nghiên cứu tiên tiến hiện nay nhưng giảm được
độ phức tạp truy vấn.

Với bài toán SMKN, luận án đặt vấn đề đưa mô hình nhiễu khi xem xét lời
giải cho bài toán SMK. Một số tác giả đã nghiên cứu nhiễu và ảnh hưởng của nó
đối với bài toán tối ưu hàm submodular [40, 106], nhưng với ràng buộc khác. Với
SMK chưa có nghiên cứu nào được đặt ra. Vấn đề thách thức đến từ ước lượng
nhiễu F của hàm f , tính toán với nhiễu trong thuật toán, và ràng buộc chi phí làm
cho bài toán càng có tính thách thức khi cần nhanh chóng lựa chọn được phần tử
đưa vào tập lời giải. Thêm vào đó, sử dụng thuật toán luồng để cải thiện vấn đề
thời gian chạy và bộ nhớ tiêu tốn so với tham lam đang là hướng nghiên cứu phổ
biến hiện nay.

DRSC là một bài toán phù hợp với các kịch bản cần tối thiểu chi phí nhân
lực, tài nguyên mà vẫn đạt năng suất cần thiết. Bài toán này còn có ý nghĩa thực
tiễn khi một cách tự nhiên, chúng ta luôn lựa chọn nhiều lần những cá thể, đối
tượng cho kết quả tốt trong công việc. Tuy nhiên, bài toán này đang tồn tại nhiều
thách thức khi tính chất submodular được mở rộng. Thêm vào đó, thách thức rất
lớn đến từ không gian tìm kiếm khổng lồ ZV

+ ảnh hưởng đến thời gian chạy. Trong
khi đó, hướng nghiên cứu về bài toán này là nghiên cứu mới, có ít công bố liên
quan. Một số công bố [52, 119] chỉ làm việc với hàm f là số nguyên, còn một số
[129, 47] khác lại cho độ phức tạp truy vấn lớn. Do đó, nghiên cứu giải DRSC
cho tỉ lê xấp xỉ cạnh tranh, sử dụng song song hóa với độ phức tạp song song và
độ phức tạp truy vấn thấp được đặt ra.
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1.6. Kết luận chương

Luận án đề cập đến bối cảnh nghiên cứu của bài toán tối ưu hàm submodular
là một bài toán tối ưu tổ hợp quan trọng và phổ biến. Hàm submodular có tác dụng
lớn trong các bài toán thu thập, xử lý thông tin và làm đa dạng dữ liệu.

Nhận thức được tiềm năng của bài toán tối đa hàm mục tiêu submodular, luận
án đã chọn nghiên cứu đưa ra các thuật toán xấp xỉ hiệu quả cho bài toán tối đa
hàm submodular có ràng buộc. Việc tìm lời giải cho các bài toán có nhiều thách
thức. Hướng nghiên cứu chính là: (1) Giải bài toán tối đa hàm submodular có ràng
buộc, trong đó, luận án tập trung vào ràng buộc chi phí và các biến thể của bài
toán tối đa hàm submodular với ràng buộc. Các thuật toán xấp xỉ được thiết kế
theo hướng là thuật toán tất định với tỉ lệ xấp xỉ là hằng số; (2) Các phương pháp
cải tiến thuật toán xấp xỉ tham lam nhằm giảm thời gian chạy, bộ nhớ lưu trữ và số
lượng truy vấn mà vẫn đảm bảo chất lượng lời giải.
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CHƯƠNG 2
BÀI TOÁN TỐI ĐA HÀM k-SUBMODULAR VỚI RÀNG BUỘC CHI PHÍ

Bài toán tối ưu hàm submodular là một trong các bài toán tối ưu tổ hợp thường
gặp và có tính ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực như tối đa ảnh hưởng, hỗ
trợ ra quyết định nhờ thu thập thông tin [81], phân đoạn ảnh [18, 78], tóm tắt tài
liệu [98, 90] và học tích cực [60]...

Tuy nhiên, việc sử dụng mô hình tối ưu hàm submodular chưa đủ để đáp ứng
cho một vài tình huống xảy ra khi cần tìm giải pháp để phân lớp các phần tử vào
nhiều tập khác nhau nhằm thu thập thông tin với nhiều chủ đề khác nhau. Khi đó,
một tập dữ liệu được phân hoạch thành k tập không giao nhau, mỗi một phần tử của
tập dữ liệu cần lựa chọn đưa vào tập i nào đó trong k tập con sao cho lượng thông
tin thu thập được có lợi nhất. Submodular được mở rộng thành hàm k-submodular.
Các bài toán tối ưu hàm k-submodular đã trở thành một chủ đề nghiên cứu thu hút
được nhiều sự quan tâm gần đây [135, 109, 106, 152].

Tiếp cận với xu hướng nghiên cứu này, luận án giải bài toán tối đa hàm k-
submodular với ràng buộc chi phí (k-Submodular Maximization under Knapsack
constraint - kSMK) bằng các thuật toán xấp xỉ. Bài toán kSMK có thể được vận
dụng để giải quyết nhiều kịch bản trong thực tiễn như tối đa ảnh hưởng của k chủ
đề, đặt k cảm biến, phân lớp... với giới hạn chi phí về nhân lực, ngân sách, thời
gian... Tuy nhiên, các nghiên cứu cho kSMK còn chưa nhiều, bộc lộ một số hạn
chế với vấn đề thời gian chạy và tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán.

Trong chương này, luận án trình bày các thuật toán xấp xỉ tất định cho bài
toán kSMK với hai trường hợp, hàm mục tiêu đơn điệu và không đơn điệu. Trong
đó, các thuật toán cho hàm mục tiêu đơn điệu cho kết quả vượt trội với tỉ lệ xấp xỉ
tốt hơn tỉ lệ có được của thuật toán xấp xỉ tốt nhất hiện nay mà độ phức tạp truy
vấn giảm xuống tuyến tính. Các thuật toán cho hàm mục tiêu không đơn điệu cho
kết quả tốt với tỉ lệ xấp xỉ tốt tương đương với tỉ lệ có được của thuật toán xấp xỉ
tốt nhất hiện nay nhưng độ phức tạp truy vấn cũng giảm xuống tuyến tính.

2.1. Phát biểu bài toán, hàm mục tiêu và một số quy ước quan trọng

2.1.1. Phát biểu bài toán

Định nghĩa bài toán tối đa hàm k-submodular được xây dựng tương tự như
bài toán tối đa hàm submodular với phát biểu như sau:

Định nghĩa 2.1 (Bài toán tối đa hàm k-submodular). Cho một số nguyên dương
k > 0, tập cơ sở V được phân hoạch thành k tập không giao nhau, V = {V1, V2, . . . , Vk}
và hàm mục tiêu f : (k + 1)V 7→ R+ là hàm k-submodular, bài toán cần tìm tập
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lời giải s = {S1, S2, . . . , Sk}, ∀Si ⊆ V , 1 ≤ i ≤ k, thỏa mãn ràng buộc C đối với
tập s sao cho f(s) là cực đại:

max f(s) (2.1)

s.t s ∈ (k + 1)V .

Khi bài toán yêu cầu giới hạn về ngân sách cho trước, C là ràng buộc chi phí.
Ta có phát biểu về bài toán tối đa hàm k-submodular với ràng buộc chi phí tương
ứng như sau:

Định nghĩa 2.2 (Bài toán kSMK). Với ngân sách giới hạn B > 0 cho trước, mỗi
phần tử e ∈ V có một chi phí dương c(e) ≤ B. Bài toán kSMK yêu cầu tìm một
k-tập s = (S1, S2, . . . , Sk) với tổng chi phí c(s) =

∑
i∈[k]

∑
e∈Si

c(e) ≤ B sao cho
f(s) là cực đại.

Trong đó, V là tập cơ sở, k là một số nguyên dương, quy ước [k] = {1, 2, . . . , k}
và (k + 1)V = {(V1, V2, . . . , Vk)|Vi ⊆ V , ∀i ∈ [k], Vi ∩ Vj = ∅,∀i ̸= j} là họ k

tập không giao nhau được gọi là k-tập (k-set).

2.1.2. Hàm mục tiêu và một số quy ước quan trọng

Để thuận tiện trong việc đưa ra các phát biểu tính chất hàm mục tiêu, xây
dựng các thuật toán và phân tích lý thuyết, Bảng 2.1 tóm tắt các ký hiệu phổ biến
để giải quyết bài toán kSMK.

Ký hiệu Mô tả
V Tập cơ sở V = {e1, e2, .., en}
n Kích cỡ của tập V

c(e) Chi phí của một đỉnh e ∈ V bất kỳ
S Tập các phần tử
Xi Tập con thứ i của x

[k] Tập các số nguyên dương liên tiếp, [k] = {1, 2, . . . , k}
x k-tập (k-set) trên (k + 1)V gồm k tập con không giao nhau, x = {X1, X2, . . . , Xk}

o, opt o là vector lời giải tối ưu, opt = f(o)

suppi(x) suppi(x) = Xi

supp(x) supp(x) = ∪i∈[k]Xi, là tập hợp mọi phần tử của k-tập x, hay |x| = |supp(x)|
(e, i) Bộ (tuple) gồm phần tử e ∈ V và trị trí i của nó trong k set
x(e) Vị trí của e trong k-tập x, x(e) = i

⊔,⊓,⊑ Các phép toán trên (k + 1)V

B Ngân sách cho trước, B ∈ Z+

∆(e,i)f(x) Lợi nhuận biên (marginal gain) khi thêm một bộ (e, i) vào x

Bảng 2.1: Các ký hiệu thường dùng trong bài toán kSMK

Cụ thể, các định nghĩa và quy tắc đặt tên được sử dụng trong luận án như sau:
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- Một tập x = (X1, X2, . . . , Xk) bất kỳ được gọi là là k-tập; Các tập con của
một k-tập là không giao nhau; Một k-tập rỗng là 0 = (∅, . . . , ∅);

- Đặt suppi(x) = Xi, supp(x) = ∪i∈[k]Xi, với Xi là tập con thứ i của x. Như
vậy, ta có lực lượng của tập x: |x| = |supp(x)|;

- Cho x = (X1, X2, . . . , Xk),y = (Y1, Y2, . . . , Yk) ∈ (k+ 1)V , ta thiết lập nếu
e ∈ Xi thì x(e) = i và i được gọi là vị trí của e, ngược lại thì x(e) = 0. i là tập
con nào đó trong k tập con của k-tập x. Thêm một phần tử e /∈ supp(x) vào Xi có
thể được biểu diễn thành x⊔ (e, i). Một (e, i) được gọi là một bộ (tuple). Như vậy,
khi thêm một phần tử e bất kỳ vào trong k-tập x được thể hiện bằng việc thêm bộ
(e, i) vào x.

- Để cho phân tích thuật toán, biểu diễn x = {(e1, i1), (e2, i2), . . . , (et, it)} đối
với ej ∈ supp(x), ij = x(ej),∀1 ≤ j ≤ t.

- Khi Xi = {e}, và Xj = ∅,∀j ̸= i, x được trở thành (e, i).
- Có x ⊑ y khi và chỉ khi Xi ⊆ Yi ∀i ∈ [k].

Các quy ước trên làm cơ sở để các tính chất của hàm mục tiêu k-submodular
được phát biểu. Các tính chất này đóng vai trò rất quan trọng trong việc phân tích
các mối quan hệ giữa lời giải dự tuyển và lời giải tối ưu khi thiết kế các thuật toán.
Ward và cộng sự [144] đã phát biểu các tính chất k-submodular như sau:

Định nghĩa 2.3 (Hàm k-submodular [144] ). Hàm f : (k + 1)V 7→ R+ là k-
submodular khi và chỉ khi với các biến x,y bất kì, x = (X1, X2, . . . , Xk) và
y = (Y1, Y2, . . . , Yk) ∈ (k + 1)V , ta có:

f(x) + f(y) ≥ f(x ⊓ y) + f(x ⊔ y). (2.2)

Trong đó:
x ⊓ y = (X1 ∩ Y1, . . . , Xk ∩ Yk)

và
x ⊔ y = (Z1, . . . , Zk), với Zi = Xi ∪ Yi \ (

⋃
j ̸=i

Xj ∪ Yj)

Ngoài ra, nếu f là một hàm đơn điệu tăng (monotone) thì hàm có thêm có
tính chất sau:

Định nghĩa 2.4 (Hàm đơn điệu tăng [144]). Với bất kỳ x ∈ (k+1)V , e /∈ supp(x)

và i ∈ [k], ta có lợi nhuận biên (marginal gain) của một hàm k-submodular là
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không âm, được cho bởi:

∆(e,i)f(x) =f(X1, . . . , Xi−1, Xi ∪ {e}, Xi+1, . . . , Xk)

− f(X1, . . . , Xk) ≥ 0.

Bên cạnh đó, nhằm chứng minh các hệ quả và bổ đề quan trọng của thuật toán,
ta cần sử dụng các tính chất tương đương của hàm k-submodular. Một hàm f là
k-submodular thỏa mãn 2 tính chất là trực giao submodular (orthant submodular)
và submodular từng cặp (pairwise submodular). Các tác giả [144] phát biểu một
định lý quan trọng sau chỉ ra mối quan hệ giữa các tính chất này đối với hàm
k-submodular:

Định lý 2.1 (Theo Định lý 7 của [144]). Hàm f là k-submodular khi và chỉ khi nó
thoả mãn tính chất trực giao submodular và submodular từng cặp.

Hai tính chất trực giao submodular và submodular từng cặp được phát biểu
như sau:

Định nghĩa 2.5 (Trực giao submodular).

∆(e,i)f(x) ≥ ∆(e,i)f(y)

Với bất kỳ x,y ∈ (k + 1)V , e /∈ supp(y),x ⊑ y và i ∈ [k];

Định nghĩa 2.6 (Submodular từng cặp). Với bất kỳ i, j ∈ [k], i ̸= j:

∆(e,i)f(x) + ∆(e,j)f(x) ≥ 0.

Trong bài toán ta chỉ xét trường hợp k ≥ 2, vì nếu k = 1 hàm k-submodular
trở thành submodular. Với bối cảnh của bài toán kSMK, ta giả sử rằng các phần tử
e có chi phí c(e) > 0 thỏa mãn c(e) ≤ B, vì nếu không thỏa mãn điều kiện như
vậy chỉ đơn giản là không xét phần tử đó là được. Ngoài ra, bài toán cũng giả định
đã biết trước cách tính hàm f . Hay ta luôn giả sử tồn tại một hộp đen (blackbox)
để với mọi tập x, đều trả về giá trị của f(x). Khi đó, ta nói bài toán luôn giả sử đã
cho trước một ước lượng truy vấn (oracle query) của hàm f(·). Đồng thời, giả sử
hàm f được chuẩn hóa, tức là f(0) = 0, mang hàm ý tập hợp rỗng không mang
lại giá trị đóng góp về mặt lợi ích.

2.2. Ứng dụng của bài toán

Tối đa hàm k-submodular giải quyết nhiều kịch bản mà tối đa hàm submod-
ular chưa thể giải quyết được. Có thể chỉ ra một vài ví dụ như các trường hợp bên
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dưới. Khi các ứng dụng này bị ràng buộc bởi thời gian, nhân lực hay ngân sách,
các ứng dụng trở thành các thể hiện cụ thể của kSMK.

1. Bài toán tối đa ảnh hưởng theo k chủ đề. Ví dụ chiến dịch quảng cáo cần
lan truyền tiếp thị k sản phẩm hoặc k chủ đề khác nhau tới tập người dùng sao cho
ảnh hưởng đến nhiều người dùng nhất.

Bản chất toán học của bài toán là tối đa hóa hàm k-submodular theo mô hình
khuếch tán. Ban đầu, mô hình này do Kempe và cộng sự [43] đề xuất để mô tả cơ
chế khuếch tán của một loại ảnh hưởng duy nhất của một tập hạt giống tới toàn bộ
tập cơ sở. Các tác giả trong [109] đã khái quát hóa mô hình này để cho phép k ≥ 2

các loại ảnh hưởng tham gia lan truyền thông tin. Bài toán được xây dựng thành tối
đa ảnh hưởng theo k chủ đề (k-topic Influence Maximization kIM). Bài toán này
thường xuyên được sử dụng trong các nghiên cứu về k-submodular [151, 106, 115].

2. Bài toán tối đa hóa độ phủ của thông tin theo k chủ đề. Bài toán tối đa
ảnh hưởng ở trên chưa xét đến tình huống một phần tử không bị ảnh hưởng nhưng
nó vẫn được thông báo về chủ đề đang lan truyền từ ít nhất một hàng xóm đã bị
ảnh hưởng của nó. Wang và cộng sự [143] đã nghiên cứu bài toán tối đa hóa phạm
vi phủ thông tin nhằm tối đa hóa theo kỳ vọng bao gồm các phần tử được kích hoạt
và cả các phần tử được thông báo về chủ đề đang được lan truyền. Sau đó, Qian và
cộng sự [116] đã phát triển thành bài toán tối đa hóa phạm vi phủ thông tin của k

chủ đề (k-topic information Coverage Maximization - kCM).
3. Bài toán đặt k loại cảm biến. Bài toán mở rộng từ bài toán đặt cảm biến

sao cho tối đa thông tin thu được. Giả sử ta có k loại cảm biến về nhiệt độ, tốc độ
gió và năng lượng,... và một tập hợp V gồm n vị trí để đặt chúng. Sơ đồ vị trí k
loại cảm biến được thể hiện bằng mỗi k-bộ (còn gọi là k-tuple) của các vị trí trong
V và loại cảm biến được đặt nếu mỗi vị trí chỉ được phép có một cảm biến. Bài
toán trở thành đặt cảm biến i thuộc k loại cảm biến đã cho ở vị trí nào để tối đa
lượng thông tin thu được. Lúc này, bài toán được gọi là đặt k loại cảm biến (k-type
Sensor Placement - kSP).

4. Một số ứng dụng khác: Ngoài các ứng dụng nói trên, còn nhiều ứng dụng
khác cũng được xây dựng dựa trên bài toán tối đa hàm k-submodular như:

- Max-k cut. Đây là một bài toán nổi tiếng minh họa rằng cực đại một hàm
submodular là bài toán NP-khó ngay cả khi hàm mục tiêu f đã được cho một cách
tường minh. Ward và các cộng cự [144] đã chỉ ra rằng bài toán Max-k cut có hàm
mục tiêu là k-submodular.

- Lựa chọn đặc trưng cho k lớp. Lựa chọn đặc trưng tăng cường phân tích các
tập dữ liệu lớn bằng cách giảm kích thước của dữ liệu. Kết quả là các bài toán lựa
chọn nhiều đặc trưng bao gồm nhóm các tính năng liên quan đến k lớp và các biến
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dự đoán không tương quan với k, từ đó hình thành bài toán lựa chọn đặc trưng
cho k lớp (k-class feature selection). Bài toán không chỉ yêu cầu tìm các đặc trưng
nhiều thông tin nhất mà còn yêu cầu phân loại các đặc trưng liên quan đến các
biến dự đoán, dẫn đến vấn đề tối đa hóa k-submodular [125, 121].

2.3. Các thách thức của bài toán

Có thể thấy các ứng dụng của kSMK rất nhiều trong thực tiễn. Tuy nhiên, để
giải quyết tốt bài toán này cần vượt qua một số thách thức của hàm mục tiêu và
vấn đề thời gian chạy.

- Thứ nhất, vì tối đa hóa hàm submodular là bài toán NP-khó, nên tối đa hóa
hàm k-submodular nói chung và bài toán kSMK nói riêng cũng là một bài toán
NP-khó. Vì vậy cần các thuật toán xấp xỉ hiệu quả để giải bài toán này;

- Thứ hai, không gian tìm kiếm lời giải tăng theo hàm mũ khi kích cỡ n của tập
dữ liệu tăng lên. Vì vậy, việc đề xuất các thuật toán xấp xỉ đảm bảo chất lượng lời
giải trong thời gian đa thức là một thách thức cốt lõi cần phải vượt qua;

- Thứ ba, thách thức đến từ tính chất k-submodular của hàm mục tiêu. Hàm
k-submodular và hàm submodular khác nhau về bản chất. Do vậy, áp dụng các
phương pháp phân tích lý thuyết của submodular trên k-submodular chưa chắc đã
đạt hiệu quả tương tự, hoặc cần các biến đổi phức tạp hơn. Bài toán tối đa hàm
k-submodular sẽ là không tầm thường vì sự mở rộng của k-submodular so với
submodular khiến các phân tích và thuật toán tốt nhằm tối đa hàm submodular
chưa chắc đã phát huy tác dụng với k-submodular. Các thuật toán xấp xỉ cho chất
lượng lời giải tốt do đó cũng bị ảnh hưởng. Vì vậy, tối đa hàm k-submodular cần
các đóng góp về thuật toán hiệu quả đảm bảo cân bằng giữa tỉ lệ xấp xỉ và thời
gian chạy và độ phức tạp truy vấn.

- Thứ tư, thách thức từ ràng buộc chi phí. Khác với ràng buộc về lực lượng hay
matroid chỉ cần liệt kê các phần tử không vượt quá kích cỡ tập lời giải cho trước,
ràng buộc chi phí làm cho có thể có nhiều tập lời giải với các kích cỡ khác nhau.
Do đó, việc lựa chọn các lời giải cũng phức tạp hơn so với các ràng buộc còn lại.

- Thứ năm, các nghiên cứu về kSMK hiện nay còn chưa nhiều. Như đã khái
quát ở trên, chủ yếu các nghiên cứu đang tập trung với ràng buộc lực lượng. Các
nghiên cứu đã có với ràng buộc lực lượng không thể áp dụng trực tiếp lên ràng
buộc chi phí.

- Thứ sáu, yêu cầu cần giải quyết hàm mục tiêu không còn đơn điệu để bài toán
kSMK phù hợp với nhiều tình huống trong thực tiễn hơn.

- Cuối cùng, xu thế nghiên cứu hiện nay về tối ưu hàm submodular là giảm độ
phức tạp truy vấn xuống còn tuyến tính. Việc nghiên cứu đối với bài toán kSMK
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cũng không nằm ngoài xu thế này. Cũng tương tự như các bài toán tối đa hàm
submodular, bài toán tối đa hàm k-submodular cần truy xuất hàm mục tiêu nhiều
lần khi tìm phần tử tốt để thêm vào tập lời giải. Các thuật toán tham lam có độ
phức tạp truy vấn lớn, ảnh hưởng tới thời gian chạy của thuật toán. Do vậy cần đề
xuất các thuật toán xấp xỉ hiệu quả cho lời giải cạnh tranh, đồng thời giảm độ phức
tạp truy vấn.

Như vậy, để giải bài toán tối đa hàm k-submodular với ràng buộc chi phí
bằng các thuật toán cải tiến hiệu quả, cần khảo sát, phân tích và vận dụng nhiều
đóng góp khác nhau của giới học thuật trên thế giới về tối ưu submodular và tối ưu
k-submodular. Phần tiếp theo sẽ tóm tắt nội dung một số nghiên cứu có liên quan.

2.4. Các vấn đề nghiên cứu có liên quan

Ban đầu, các tác giả nghiên cứu bài toán tối đa hàm k-submodular không có
ràng buộc bằng nhiều phương pháp khác nhau như: thiết kế thuật toán tham lam
tất định [144], tham lam ngẫu nhiên [73], giải ngẫu nhiên [110], và thiết kế thuật
toán luồng [126]... Tuy nhiên sau này, các nghiên cứu chuyển sang giải với ràng
buộc nhiều hơn do có sự gần gũi với các bài toán xảy ra trong thực tế.

Đầu tiên, các nghiên cứu tập trung vào ràng buộc lực lượng[109, 118, 152].
Tuy nhiên, ràng buộc chi phí là ràng buộc tổng quát hơn, khi xét mỗi một phần tử
e ∈ V sẽ cần ít nhất một chi phí c(e) để hoạt động. Như đã phân tích ở chương
trước, khi c(e) = 1, bài toán với ràng buộc chi phí trở về với ràng buộc lực lượng.
Thậm chí, bài toán tối đa hàm k-submodular với ràng buộc chi phí còn nâng độ
khó của bài toán lên nếu với mỗi phần tử e có chi phí ci(e) riêng biệt cho từng
i ∈ [k] tập con tương ứng. Như vậy, giải bài toán lúc này sẽ gặp phải nhiều thách
thức hơn do xuất hiện rất nhiều lời giải với chi phí khác nhau.

Các công bố đầu tiên giải với tối đa hàm k-submodular đơn điệu. Tuy nhiên,
nghiên cứu hàm mục tiêu không đơn điệu góp phần làm tổng quát hoá bài toán vì
đóng góp lợi ích của một phần tử vào một tập hợp không phải lúc nào cũng tăng
mà có thể giảm. Điều này đã được chỉ ra trong các nghiên cứu của [137, 97] về
tối ưu hàm submodular. Hệ quả là hàm mục tiêu k-submodular cũng có thể không
đơn điệu. Vì thế việc nghiên cứu hàm k-submodular không đơn điệu cần những
đóng góp mới có giá trị.

Bài toán kSMK lần đầu tiên được quan tâm bởi Tang và cộng sự [134], trong
đó các tác giả đã đề xuất một thuật toán tham lam xấp xỉ với tỉ lệ 1/2 − 1/(2e).
Thuật toán của họ là sự kế thừa từ thuật toán tham lam của Sviridenko [131]. Tuy
nhiên, thuật toán tạo ra độ phức tạp truy vấn khá lớn là O(n4k3) khiến nó khó áp
dụng đối với các bài toán có kích thước dữ liệu đầu vào cỡ lớn, cho dù khi thuật
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toán đó có thể tính toán hàm mục tiêu f trong thời gian là O(1).
Bên cạnh đó, các tác giả trong [141] đề xuất một phương pháp khác, là mở

rộng hàm mục tiêu sang liên tục, còn gọi là phương pháp mở rộng đa tuyến tính
(multi-linear extension) cho kSMK. Thuật toán mà họ đưa ra dựa trên tính toán
ngẫu nhiên cho tỉ lệ xấp xỉ lên tới 1/2− 2ϵ theo kỳ vọng. Công trình của họ cho tỉ
lệ xấp xỉ tốt nhất, tuy nhiên thuật toán này không thực tế do độ phức tạp truy vấn
lớn của phần mở rộng liên tục.

Một trong các phương pháp hiệu quả góp phần làm giảm dung lượng lưu trữ
và giảm thời gian tính toán khi dữ liệu đầu vào có kích thước lớn là thiết kế thuật
toán luồng. Thiết kế thuật toán luồng trở thành một phương pháp được ưa chuộng
để giải các bài toán tối đa hàm submodular với nhiều loại ràng buộc khác nhau
như ràng buộc về lực lượng [62, 5, 89, 85], chi phí [70], k tập [66] và matroid
[26]... Tuy nhiên, các phương pháp hiện có không dễ dàng khi áp dụng trực tiếp
vào bài toán kSMK vì sự khác nhau về mặt bản chất giữa tính submodular và
k-submodular.

Đầu tiên, áp dụng luồng để tối đa hàm k-submodular đã được đề cập trong [144,
73]. Các tác giả đã đề xuất thuật toán gọi là thuật toán luồng quét 1 lần (single-
pass streaming). Thuật toán này chỉ duyệt từng phần tử của tập cơ sở 1 lần. Lưu ý
rằng việc chọn ra các phần tử có đóng góp lợi ích lớn nhất để bổ sung vào tập lời
giải trong thuật toán tham lam, các thuật toán phải duyệt tuần từ tập cơ sở V nhiều
hơn 1 lần. Ý tưởng của các tác giả trong [73] là khai thác lựa chọn ngẫu nhiên
trong khi các tác giả trong [144] lại phát triển thuật toán dựa trên một phân phối
mới khi lựa chọn một phần tử với các chi phí khác nhau, sau đó thiết lập một mối
quan hệ giữa lời giải đang xét với lời giải tối ưu.

Gần đây một nhóm nghiên cứu đến từ Việt Nam, Pham và cộng sự [115] đã
đề xuất 2 thuật toán luồng 1 lần quét cho bài toán kSMK với độ phức tạp truy vấn
là O(nk log(n)/ϵ). Bài toán kSMK là trường hợp đặc biệt trong nghiên cứu của họ
khi β = 1. Khi đó, các thuật toán của họ đạt tỉ lệ xấp xỉ là 1/4−ϵ và k/(4k−1)−ϵ
theo kỳ vọng cho trường hợp f đơn điệu, và 1/5 − ϵ và k/(5k − 3) − ϵ theo kỳ
vọng khi f không đơn điệu. Các tác giả này đã lần đầu tiên đề xuất hai thuật toán
luồng cho kSMK để đạt được tỉ lệ xấp xỉ là hằng số trong khi các truy vấn chỉ còn
là O(kn log(n)). Tỉ lệ xấp xỉ là hằng số giúp cho chất lượng lời giải không phụ
thuộc vào ngân sách B và kích thước của tập dữ liệu đầu vào. Điều này thực sự có
lợi khi kích thước tập dữ liệu đầu vào tăng lên.

Từ bối cảnh nghiên cứu trên, cho thấy để giải quyết bài toán kSMK cần tập
trung vào đề xuất các thuật toán xấp xỉ tất định với tỉ lệ xấp xỉ là hằng số sao cho
giảm độ phức tạp truy vấn cạnh tranh được với độ phức tạp tốt nhất hiện nay đang
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là O(kn log(n)) nhưng vẫn đảm bảo được chất lượng lời giải. Bảng 2.2 tóm tắt
các công bố tốt nhất hiện nay đối với bài toán kSMK. Greedy là tên cho thuật toán
tham lam đề xuất bởi Tang trong [134], DS và RS là tên viết tắt cho hai thuật toán
luồng tất định và luồng ngẫu nhiên trong [115]. Độ phức tạp truy vấn poly(n) là
độ phức tạp đa thức.

Thuật toán Tỉ lệ xấp xỉ Độ phức tạp truy vấn Loại
Greedy[134] 1/2− 1/(2e) O(n4k3) Tất định
Thuật toán 3 trong [141] 1/2 poly(n) Tất định
Thuật toán luồng tất định - DS [115] 1/4− ϵ O(kn log(n)/ϵ) Tất định
Thuật toán luồng ngẫu nhiên - RS [115] k/(4k − 1)− ϵ O(kn log(n)/ϵ) Ngẫu nhiên

Bảng 2.2: Các thuật toán hiện nay cho kSMK.

2.5. Các thuật toán xấp xỉ cho bài toán kSMK đơn điệu tăng

2.5.1. Kết quả mới của luận án

Để giải quyết bài toán kSMK, luận án đã đề xuất một vài thuật toán cho lời
giải với tỉ lệ xấp xỉ tốt tương đương hoặc thậm chí tốt hơn các thuật toán hiện có,
đồng thời giảm được số lượng truy vấn hàm f . Số lượng truy vấn được thể hiện
thông qua độ phức tạp truy vấn. Đây là một hướng nghiên cứu quan trọng, thể hiện
sự cạnh tranh giữa các nghiên cứu hiện nay, vì độ phức tạp truy vấn ảnh hưởng trực
tiếp tới thời gian chạy của thuật toán. Nhìn chung, nghiên cứu về bài toán kSMK,
luận án tập trung vào:

1. Đề xuất các thuật toán tất định cho tỉ lệ xấp xỉ hằng số cạnh tranh;
2. Các thuật toán giảm được độ phức tạp truy vấn xuống còn tuyến tính;
3. Nghiên cứu giải bài toán kSMK với hai trường hợp hàm mục tiêu đơn điệu

và không đơn điệu.
4. Tiến hành thực nghiệm so sánh các thuật toán được đề xuất và các thuật toán

tốt nhất hiện nay.
Đối với trường hợp hàm mục tiêu đơn điệu, luận án trình bày về các thuật toán

mới cho bài toán kSMK, đáp ứng một số yêu cầu về đảm bảo hiệu quả và giảm
độ phức tạp của truy vấn. Các kết quả nghiên cứu là đầu tiên cung cấp tỉ lệ xấp xỉ
không đổi chỉ trong phạm vi độ phức tạp truy vấn là O(kn) và có thể trả về tỉ lệ
xấp xỉ 1/3− ϵ.

Với kết quả nêu trên, các đóng góp của luận án là tốt hơn thuật toán tốt nhất
hiện nay của Tang và cộng sự [134] khi giải bài toán này bằng thuật toán thời gian
đa thức tất định, thiết kế dựa trên tham lam với tỉ lệ xấp xỉ là 1/2− 1/(2e). Đóng
góp của luận án là cho chi phí tính toán thấp nhất so với bất kỳ thuật toán xấp xỉ
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có tỉ lệ không đổi nào và đóng một vai trò quan trọng trong việc tìm kiếm các giải
pháp gần tối ưu cho các ứng dụng. Điều này có giá trị không nhỏ vì chi phí đánh
giá hàm mục tiêu f có thể rất tốn kém.

Tổng thể, những đóng góp của luận án đối với bài toán kSMK đơn điệu tăng
bao gồm:

- Đề xuất thuật toán xấp xỉ nhanh, FA (Fast Approximation, Thuật toán 2), cho
tỉ lệ xấp xỉ là 1/10, cần 1 lần quét tập cơ sở với độ phức tạp truy vấn là O(kn).
Thuật toán được xây dựng dựa trên ý tưởng chia đôi tập cơ sở V thành 2 tập nhằm
tìm giải pháp tối ưu trên tập thứ nhất và tìm giải pháp gần tối ưu trên tập thứ hai.
Đây là thuật toán đơn giản đầu tiên nhưng quan trọng bởi vì nó giới hạn khoảng
của giá trị tối ưu và cung cấp một chiến thuật chia tập dữ liệu để giảm độ phức tạp
truy vấn còn O(nk).

- Đề xuất thuật toán xấp xỉ nhanh cải tiến, IFA (Improved Fast Approximation,
Thuật toán 3), cho tỉ lệ xấp xỉ là 1/4− ϵ, yêu cầu độ phức tạp truy vấn là O(kn/ϵ)

với ϵ ∈ (0, 1) là tham số chính xác. Thuật toán được xây dựng dựa trên ngưỡng
mật độ (density gain threshold) của các phần tử. Thuật toán này cho tỉ lệ xấp xỉ
tốt tương đương thuật toán DS nêu trong [115], là một thuật toán tất định tốt nhất
hiện nay.

- Chất lượng của IFA được cải tiến bằng thuật toán xấp xỉ cải tiến tăng cường,
IFA+ (Improved Fast Approximation Plus, Thuật toán 4). Thuật toán này cần
O(kn log(1/ϵ)/ϵ) truy vấn nhưng có thể cung cấp tỉ lệ xấp xỉ lên tới (1/3 − ϵ).
Thuật toán được xây dựng dựa trên ngưỡng mật độ và tăng cường chất lượng của
lời giải dự tuyển bằng cách phân hoạch lại lời giải dự tuyển và bổ sung thêm các
phần tử tốt còn trong tập cơ sở. Đây là thuật toán cho tỉ lệ xấp xỉ tốt hơn so với
thuật toán cho tỉ lệ xấp xỉ tốt nhất hiện nay là thuật toán Greedy đề xuất bởi Tang
và cộng sự [134].

- Để kiểm nghiệm các đóng góp về mặt lý thuyết, luận án thực hiện một số thực
nghiệm tổng quát với ba ứng dụng của kSMK, bao gồm: Tối đa ảnh hưởng theo k

chủ đề với ràng buộc chi phí - kIMK, tối đa hóa mức độ bao phủ thông tin k chủ đề
- kCMK và đặt vị trí k loại cảm biến - kSPK. Kết quả thử nghiệm đã chỉ ra rằng
các thuật toán nêu trong luận án không chỉ yêu cầu số lượng truy vấn thấp hơn lên
tới hàng trăm lần so với Greedy, thấp hơn tới 15-20 lần so với các thuật toán luồng
(được đề cập trong Bảng 2.3) mà còn cho chất lượng lời giải tốt hơn khoảng 1.5
lần so các thuật toán luồng tốt nhất hiện nay.

Ngoài ra, các thuật toán nêu trong luận án có ưu thế vượt trội hơn các thuật toán
còn lại khi B tăng và n tăng. Giá trị đóng góp này cho thấy các thuật toán của luận
án có thể làm việc được với các tập dữ liệu có kích thước lớn.
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Bảng 2.3 là sự mở rộng của Bảng 2.2 khi so sánh các thuật toán được đề xuất
bởi luận án với các thuật toán tốt nhất hiện nay cho kSMK theo 3 khía cạnh: tỉ lệ
xấp xỉ, độ phức tạp truy vấn, và thuật toán này có phải là tất định hay không (các
ký hiệu của Bảng 2.2 giữ nguyên). Các trường này cho thấy rằng thuật toán của tác
giả đề xuất đảm bảo số lượng truy vấn thấp hơn và tỉ lệ xấp xỉ xác định có giá trị
tương đương hoặc thậm chí tốt hơn các thuật toán khác.

Thuật toán 3 của Wang và cộng sự [141] cho tỉ lệ xấp xỉ tốt nhất, nhưng độ
phức tạp truy vấn lớn tùy ý, do phương pháp của các tác giả dựa trên biến đổi
hàm mục tiêu từ hàm rời rạc thành hàm liên tục. Tiếp theo, thuật toán tham lam,
Greedy, của Tang và cộng sự [134] cho tỉ lệ xấp xỉ tốt chỉ sau công bố của Wang,
nhưng độ phức tạp truy vấn vẫn lớn, O(n4k3). Thuật toán IFA+ trình bày trong
luận án cho tỉ lệ xấp xỉ là 1/3 − ϵ, cho kết quả tốt hơn công bố của Tang mà độ
phức tạp truy vấn còn là tuyến tính. Thuật toán IFA của luận án cho kết quả tốt
tương đương thuật toán DS của [115] nhưng độ phức tạp truy vấn cũng thấp hơn.
Tất cả các thuật toán nêu trong luận án đều có tỉ lệ xấp xỉ là hằng số và độ phức
tạp truy vấn là tuyến tính.

Thuật toán Tỉ lệ xấp xỉ Độ phức tạp truy vấn Loại
Greedy[134] 1/2− 1/(2e) O(n4k3) Tất định
Thuật toán 3 trong [141] 1/2 poly(n) Tất định
Thuật toán luồng tất định - DS [115] 1/4− ϵ O(kn log(n)/ϵ) Tất định
Thuật toán luồng ngẫu nhiên - RS [115] k/(4k − 1)− ϵ O(kn log(n)/ϵ) Ngẫu nhiên
FA (Thuật toán 2 trong luận án) 1/10 O(kn) Tất định
IFA (Thuật toán 3 trong luận án) 1/4− ϵ O(kn/ϵ) Tất định
IFA+ (Thuật toán 4 trong luận án) 1/3− ϵ O(kn log(1/ϵ)/ϵ) Tất định

Bảng 2.3: So sánh các thuật toán của luận án với các thuật toán hiện có cho kSMK.

2.5.2. Thuật toán xấp xỉ nhanh: FA

Phần này giới thiệu về thuật toán đầu tiên, thuật toán xấp xỉ nhanh FA (Fast
Approximation). Ý tưởng chính của FA đó là:

- Chia tập cơ sở V thành 2 tập con V1 và V2. Tập con đầu tiên V1 chứa các phần
tử có chi phí lớn hơn B/2 và tập con thứ 2 V2 chứa các phần tử còn lại. Thuật toán
tìm bộ (em, im) cho f(·) lớn nhất. (em, im) nếu có trên tập V1, nó là giải pháp tốt
nhất hiện có (dòng 4 thuật toán). Vì các phần tử trên V1 có chi phí lớn hơn B/2,
nên trên tập này tìm được tối đa 1 bộ (em, im). Khi đó, (em, im) là lời giải tối ưu
trên V1. Tập con thứ hai sử dụng tập lời giải dự tuyển s và ngưỡng tần suất để đưa
số lượng truy vấn về tuyến tính.

- Tìm và kết hợp các lời giải từ 2 tập con nêu trên để lấy về lời giải cho giá trị
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hàm mục tiêu lớn nhất.
Cụ thể, thuật toán sẽ nhận đầu vào là một bộ, gọi là một thể hiện (V, f, k, B)

của kSMK; và một lời giải dự tuyển s ban đầu là tập rỗng 0 và bộ (em, im) khởi
tạo là (∅, 1). Bộ (em, im) dùng để cập nhật lời giải tối ưu thuộc tập con đầu tiên,
còn lời giải dự tuyển s là để tìm lời giải gần tối ưu ở tập con thứ hai.

Ta sẽ đánh giá các phần tử e của tập V , với một phần tử e đang xét, thuật toán
sẽ tìm vị trí tốt nhất của e trong k tập con, gọi là ie theo nghĩa là tập con i trong
k tập sao cho giá trị f((e, ie)) là lớn nhất. Nếu chi phí của nó lớn hơn B/2 thì
thuật toán sẽ cập nhật (em, im) là giải pháp tốt nhất của tập con đầu tiên hiện tại
(dòng 4).

Mặt khác, thuật toán sẽ tìm vị trí i′e = argmaxi∈[k]∆(e,ie)f(s) (dòng 6, Thuật
toán 2), và thêm bộ (e, i′e) vào tập lời giải s nếu điều kiện ∆(e,i′e)

f(s) ≥ c(e)f(s)/B

được thỏa mãn. Sau khi vòng lặp chính kết thúc, thuật toán chọn k-tập s′ là tập j

bộ cuối cùng được thêm vào s với tổng chi phí lớn nhất gần B nhất (dòng 12).
Cuối cùng, thuật toán trả về lời giải sfinal là giải pháp tốt nhất giữa (em, im) và s′.
Chi tiết về thuật toán được trình bày đầy đủ trong Thuật toán 2.

Phân tích sâu hơn, thuật toán này giống với chiến lược “chia để trị”, trong đó
sử dụng một phép phân chia các tập con một cách thích hợp dựa trên chi phí của
các phần tử. Việc chia tập cơ sở mang lại hiệu quả khi đồng thời thực hiện: (1) Tìm
giải pháp tối ưu trên tập con đầu tiên trong thời gian tuyến tính. Vì ở trong tập này,
lời giải khả thi chỉ có thể có nhiều nhất một phần tử; (2) Thuật toán tìm thấy giải
pháp gần tối ưu trên tập thứ hai cũng trong thời gian tuyến tính.

Đối với việc tìm kiếm lời giải trong tập thứ 2, thuật toán đã được phát triển
dựa trên ý tưởng của Kuhnle và cộng sự trong [85]. Trong bài báo này, các tác
giả đã đánh giá các phần tử và lựa chọn phần tử nào có mức tăng mật độ (density
gain). Mức tăng mật độ là là tỉ lệ giữa đóng góp lợi ích của phần tử vào lời giải
hiện tại và chi phí của phần tử đó. Tỉ lệ này phải không nhỏ hơn tỉ lệ giữa giá trị
mục tiêu của tập lời giải hiện tại với ngân sách B thì phần tử đó sẽ được giữ lại
và các phần tử khác thì bị loại bỏ. Ý tưởng của họ rất hiệu quả trong việc giảm số
lượng của các truy vấn của thuật toán xấp xỉ với hệ số là hằng số. Tuy nhiên, để xử
lý chi phí và k-submodular, chúng ta cần thực hiện một vài phân tích không tầm
thường để đưa ra một tỉ lệ xấp xỉ.

Cuối cùng, thuật toán lấy t bộ cuối cùng được thêm vào lời giải dự tuyển s

vì quy tắc chọn phần tử của thuật toán (dòng 7) chọn các phần tử cho lợi nhuận
biên tăng quá ngưỡng c(e)f(s)/B làm cho các phần tử chọn sau sẽ tốt hơn phần
tử chọn trước đó.

Để phân tích tỉ lệ xấp xỉ, ta cần xây dựng mối quan hệ giữa lời giải cuối cùng
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Algorithm 2 FA
Input: V , f , k, B > 0
Output: a solution s

1: s← 0; (em, im)← (∅, 1)
2: for all e ∈ V do
3: ie ← argmaxi∈[k] f((e, i))
4: (em, im)← argmax(e′,i′)∈{(em,im),(e,ie)} f((e

′, i′))
5: if c(e) ≤ B/2 then
6: i′e ← argmaxi∈[k]∆(e,i)f(s)
7: if ∆(e,i′e)

f(s) ≥ c(e)f(s)/B then
8: s← s ⊔ (e, i′e)
9: end if

10: end if
11: end for
12: s′ ← argmaxsj :j≤t,c(sj)≤B c(sj), t = |supp(s)|, sj =
{(et−j+1, it−j+1), (et−j+2, it−j+2), . . . , (et, it)} // last j tuples added into s

13: sfinal ← argmaxs∈{(em,im),s′} f(s)
14: return sfinal

sfinal với các lời giải (em, im) và s′, giữa s′ với sj và lời giải tối ưu o2 trên tập V2.
Bên cạnh các quy ước chung đã được nêu trong Bảng 2.1, thuật toán này cần sử
dụng bộ ký hiệu riêng dùng cho thuật toán và phân tích thuật toán. Các ký hiệu
được định nghĩa như sau:

- V1 = {e ∈ V : c(e) > B/2}, V2 = {e ∈ V : c(e) ≤ B/2} là 2 tập con được
chia theo chi phí của các phần tử từ tập V .

- o′1 = {(e,o(e)) : e ∈ V1},o′2 = {(e,o(e)) : e ∈ V2}.
- o1 là lời giải tối ưu trên tập V1.
- o2 là lời giải tối ưu trên tập V2.
- (ej, ij) là phần tử thứ j được thêm vào vòng lặp chính của thuật toán.
- s = {(e1, i1), . . . , (et, it)}: k-tập s gồm t bộ sau khi kết thúc vòng lặp chính,

t = |supp(s)|.
- sj = {(e1, i1), . . . , (ej, ij)}: là k-tập s (trong vòng lặp chính) sau khi thêm j

phần tử, 1 ≤ j ≤ t. Như vậy, có thể viết s0 = 0, st = s.
- sj = {(et−j+1, it−j+1), (et−j+2, it−j+2), . . . , (et, it)} là j phần tử cuối cùng

được thêm vào s.
- oj

2 = (o2 ⊔ sj) ⊔ sj. oj
2, bao gồm tất cả các phần tử của o2 có mặt trong sj và

các phần tử chỉ nằm trong sj.
- o

j−1/2
2 = (o2 ⊔ sj)⊔ sj−1, lấy tất cả các phần tử trong o đã xuất hiện trong oj
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nhưng chưa xuất hiện trong oj−1.
- sj−1/2: Nếu ej ∈ supp(o2), thì có sj−1/2 = sj−1 ⊔ (ej,o2(ej)). Nếu ej /∈

supp(o2), sj−1/2 = sj−1.
- ut = {(u1, i1), (u2, i2), . . . , (ur, ir)} là tập các phần tử ở trong tập ot

2 mà
không ở trong tập st, r = |supp(ut)|.

- ut
l = st ⊔ {(u1, i1), (u2, i2), . . . , (ul, il)},∀1 ≤ l ≤ r và ut

0 = st.
Giả sử lời giải tối ưu có các phần tử: o = {(o1, i∗1), . . . , (om, i∗m)}, đặt m =

|supp(o)|. Không mất tính tổng quát ta giả thiết có tập o đã sắp xếp theo c(o1) ≥
c(o2) ≥ . . . ≥ c(om). Ta cũng giả sử rằng s′ gồm T bộ cuối trong s, có nghĩa là
s′ = sT . Đặt Q = t− T , chúng ta có s = sQ ⊔ s′.

Các bổ đề dưới đây sẽ liên kết giữa lời giải dự tuyển s với o2. bổ đề đầu tiên,
chỉ ra mối quan hệ giữa lời giải tối ưu o2 và sj là lời giải dự tuyển có được sau khi
thêm j phần tử bất kỳ.

Bổ đề 2.1. f(o2)− f(oj
2) ≤ f(sj) với mọi 0 ≤ j ≤ t.

Chứng minh. Chúng ta có: o0
2 = (o2 ⊔ s0) ⊔ s0. Vì vậy, f(o2) = f(o0

2). Với mọi
0 ≤ j ≤ t, ta có:

f(o2)− f(oj
2) =

j∑
i=1

(f(oi−1
2 )− f(oi

2)) (2.3)

≤
j∑

i=1

(f(oi−1
2 )− f(o

i−1/2
2 )) (2.4)

≤
j∑

i=1

(f(si−1/2)− f(si−1)) (2.5)

≤
j∑

i=1

(f(si)− f(si−1)) (2.6)

≤ f(sj). (2.7)

Trong đó bất đẳng thức (2.4) xảy ra do tính đơn điệu của f , bất đẳng thức (2.5) do
tính k-submodular của f và bất đẳng thức (2.6) là do cách lựa chọn các phần tử
của thuật toán.

Do lời giải cuối cùng lấy các phần tử cuối của lời giải dự tuyển, ta cần tìm
mối quan hệ giữa s′ và st. Ta có bổ đề dưới đây.

Bổ đề 2.2. f(s′) ≥ f(st)/3.
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Chứng minh. Nếu c(s) ≤ B, s′ = s thì bổ đề vẫn đúng. Vì vậy, chúng ta chỉ cần
xét trường hợp c(s) > B. Ta có:

f(s)− f(sQ) =
t∑

j=Q+1

∆(ej ,ij)f(s
j−1) (2.8)

≥
t∑

j=Q+1

c(ej)
f(sj−1)

B
(2.9)

≥
t∑

j=Q+1

c(ej)
f(sQ)

B
(2.10)

≥ c(s′)
f(sQ)

B
. (2.11)

Bất đẳng thức (2.9) xảy ra do sự lựa chọn bộ (e, i′e) vào tập s ở dòng 6 của Thuật
toán 2, bất đẳng thức (2.10) là do tính đơn điệu của hàm f .

Vì s′ được lựa chọn từ st để tổng chi phí của s gần B nhất và mỗi phần tử
e ∈ supp(s) có chi phí nhiều nhất là B/2 nên

c(s′) > B −B/2 ≥ B/2.

Suy ra f(s)−f(sQ) ≥ f(sQ)/2. Vì vậy f(sQ) ≤ 2f(st)/3. Mặt khác, do tính chất
k-submodular của hàm f chúng ta có: f(st) ≤ f(sQ) + f(s′). Nên:

f(s′) ≥ f(st)− f(sQ) ≥ f(st)

3
. (2.12)

Vậy bổ đề đã được chứng minh.

Hai bổ đề tiếp theo phân tích mối quan hệ giữa lời giải tối ưu trên tập V2 và st.

Bổ đề 2.3. f(ot
2) ≤ 2f(st).

Chứng minh. Từ định nghĩa của ut, có các phần tử trong ut sẽ không thỏa mãn
điều kiện ở dòng 7 Thuật toán 2 và c(ut) ≤ c(o2) ≤ B. Đặt s<uj là tập s ngay
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trước khi phần tử uj được truy xuất (j < r). Ta có:

f(ot
2)− f(st) = f(ut ⊔ st)− f(st) =

r∑
j=1

(f(ut
j)− f(ut

j−1))

≤
r∑

j=1

(f(s<uj ⊔ (uj, ij))− f(s<uj) (2.13)

≤
r∑

j=1

∆(uj ,ij)f(s
<uj) (2.14)

<
r∑

j=1

c(uj)
f(s<uj)

B
(2.15)

≤
r∑

j=1

c(uj)
f(st)

B
(2.16)

≤ c(ut)
f(st)

B
≤ f(st). (2.17)

Trong đó, bất đẳng thức (2.13) là do tính chất k-submodular của hàm f , bất đẳng
thức (2.14) là do định nghĩa của s<uj , bất đẳng thức (2.15) do sự lựa chọn của thuật
toán và bất đẳng thức (2.16) là do tính chất đơn điệu của hàm f . Vì vậy, chúng ta
có: f(ot

2) ≤ 2f(st).

Bổ đề 2.4. f(s′) ≥ f(o2)/9.

Chứng minh. Áp dụng Bổ đề 2.1, 2.3, với j = t, ta có:

f(o2)− f(st) = f(o2)− f(ot
2) + f(ot

2)− f(st) (2.18)

≤ f(st) + f(ot
2)− f(st) = f(ot

2) (2.19)

≤ 2f(st). (2.20)

Vậy f(st) ≥ f(o2)/3. Kết hợp với Bổ đề 2.2, ta có f(s′) ≥ f(o2)/9.

Từ đó suy ra mối quan hệ giữa lời giải cuối cùng của thuật toán sfinal và lời
giải tối ưu o qua định lý về đảm bảo lý thuyết của thuật toán dưới đây.

Định lý 2.2. Thuật toán FA là thuật toán luồng 1 lần quét cho tỉ lệ xấp xỉ là 1/10

và tốn nk truy vấn.

Chứng minh. Thuật toán chỉ cần một lần quét qua tập cơ sở và mỗi phần tử e cần
k truy vấn để tìm vị trí ie. Do đó lượng truy vấn cần là nk. Phần tiếp theo chứng

55



minh tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán. Ta có:

f(o) ≤ f(o′1) + f(o′2) (2.21)

≤ f(o1) + f(o2) (2.22)

≤ f((em, im)) + 9f(s′) ≤ 10f(sfinal). (2.23)

Trong đó (2.21) do tính k-submodular của hàm f , các bất đẳng thức (2.22) và
(2.23) do định nghĩa của o1, o2 và (em, im).

2.5.3. Thuật toán xấp xỉ nhanh cải tiến: IFA

Tiếp theo, luận án trình bày thuật toán xấp xỉ nhanh cải tiến IFA (Improved
Fast Approximation). Thuật toán này nâng tỉ lệ xấp xỉ lên (1/4 − ϵ) với độ phức
tạp truy vấn là O(kn/ϵ). Ý tưởng chính của IFA là sử dụng lời giải của FA để
cung cấp một khoảng giới hạn của giá trị tối ưu opt và tích hợp với ngưỡng tham
lam để phát triển tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán bằng cách tạo ra O(1/ϵ) lần quét tập
cơ sở. Chi tiết của thuật toán được giới thiệu trong Thuật toán 3 dưới đây.

Algorithm 3 IFA
Input: V , f , k, B > 0, ϵ > 0.
Output: A solution s.

1: smax ← FA(V, f, k, B); Γ← f(smax)
2: S ← {i : i ∈ N,Γ ≤ (1 + ϵ)i ≤ 10Γ}, sv ← 0∀v ∈ S

3: for all e ∈ V do
4: for all v ∈ S do
5: iv ← argmaxi∈[k]∆(e,i)f(sv)
6: θv = v/(2B)
7: if c(sv) + c(e) ≤ B and ∆(e,iv)f(sv)/c(e) ≥ θv then
8: sv ← sv ⊔ (e, iv)
9: end if

10: end for
11: end for
12: sfinal ← argmaxs′∈{smax,s1,s2,...,s|S|} f(s

′)
13: return sfinal

IFA cũng nhận bộ (V, f, k, B) của kSMK và tham số chính xác ϵ > 0 làm
đầu vào. Ý tưởng chính của IFA là sử dụng lời giải smax của FA như là một chu
trình con để tạo ra một vùng giới hạn cho lời giải tối ưu (dòng 1). Từ Định lý 2.2,
ta có Γ ≤ opt ≤ 10Γ. Giới hạn này giúp ta xây dựng tập S, ứng với mỗi v ∈ S, ta
xây dựng các lời giải dự tuyển sv.
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Thuật toán bao gồm hai vòng lặp là vòng lặp ngoài và vòng lặp bên trong nó.
Vòng ngoài quét mỗi phần tử e trong tập cơ sở V và vòng lặp bên trong xem xét
mỗi lời giải ứng viên sv ứng với từng phần tử v được lọc ra từ tập S. Dựa theo Định
lý 2.2, thuật toán này dựng tập S để giới hạn lại số lượng các lời giải ứng viên sv.
Chúng ta đặt (e, iv) là bộ cho lợi nhuận biên lớn nhất khi thêm vào tập sv.

Khi một phần tử e đến, thuật toán sẽ xử lý các vấn đề sau: (1) chọn vị trí iv
cho lợi nhuận biên lớn nhất ứng với sv và e (dòng (5)); (2) sử dụng ngưỡng tham
lam θv = v/(2B) để thêm một phần tử e vào trong sv nếu nó có mật độ tăng thêm
vượt qua ngưỡng này mà không vi phạm ràng buộc về ngân sách (dòng (7)).

Để xây dựng thuật toán và phân tích các tỉ lệ xấp xỉ, độ phức tạp truy vấn,
thuật toán này cần sử dụng bộ ký hiệu của riêng thuật toán như sau:

- sv = {(e1, i1), (e2, i2), . . . , (eq, iq)} là lời giải dự tuyển ứng với các phần tử
v ∈ S sau khi kết thúc vòng lặp bên ngoài.

- sjv = {(e1, i1), (e2, i2), . . . , (ej, ij)}, 1 ≤ j ≤ q là tập sv sau khi thêm j phần
tử. Như vậy s0v = 0.

- s<e
v là sv ngay trước khi e được xử lý.

- u = {(u1, i1), (u2, i2), . . . , (ur, ir)} là tập các phần tử thuộc tập o nhưng
không nằm trong sv, r = |supp(u)|.

- ul = sv ⊔ {(u1, i1), (u2, i2), . . . , (ul, il)},∀1 ≤ l ≤ r và u0 = sv.
- oj = (o ⊔ sjv) ⊔ sjv. o

j bao gồm các phần tử của tập lời giải tối ưu mà có mặt
trong sjv và cả các phần tử còn lại nằm trong sjv.

- oj−1/2 = (o ⊔ sjv) ⊔ sj−1v , là bao gồm các phần tử trong o đã xuất hiện trong
oj nhưng chưa xuất hiện trong oj−1.

Ta có các bổ đề phân tích mối quan hệ giữa các tập o và sv dưới đây.

Bổ đề 2.5. Với bất kỳ v ∈ S, nếu không có bất kỳ phần tử o ∈ supp(o) \ supp(sv)
để ∆(o,o(o))f(s

<o
v )/c(o) ≥ θv và c(s<o

v )+ c(o) > B, chúng ta có: f(o) ≤ 2f(sv)+

c(o)θv.

Chứng minh. Quy luật chọn các (e, iv) của thuật toán IFA là giống với chọn (e, i′e)

của thuật toán FA, chúng ta có kết quả tương tự như ở Bổ đề 2.1, có nghĩa là
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f(o)− f(oq) ≤ f(sv). Vì vậy:

f(o)− f(sv) = f(o)− f(oq) + f(oq)− f(sv) (2.24)

≤ f(sv) +
r∑

j=1

(f(uj)− f(uj−1)) (2.25)

≤ f(sv) +
r∑

j=1

∆(uj ,ij)f(s
<uj
v ) (2.26)

≤ f(sv) +
r∑

j=1

c(uj)θv (2.27)

≤ f(sv) + c(o)θv. (2.28)

Trong đó, bất đẳng thức (2.26) do tính chất k-submodular, bất đẳng thức (2.27) là
xuất phát từ định nghĩa của s<o

v , và bất đẳng thức (2.28) xuất phát từ định nghĩa
của u và o. Từ đó, ta có điều phải chứng minh.

Cuối cùng, ta xây dựng được các đảm bảo lý thuyết như định lý dưới đây.

Định lý 2.3. Với 0 < ϵ < 1/4, thuật toán IFA là thuật toán xấp xỉ với tỉ lệ là
1/4− ϵ, cần O(nk/ϵ) truy vấn.

Chứng minh. Thuật toán cần nk truy vấn để gọi thuật toán FA và chỉ cần 1 lần
quét tập cơ sở để kết thúc vòng lặp ngoài (các dòng 3 đến 10). Với mỗi một phần tử
đang xét, nó cần nhiều nhất là k · ⌈log(1+ϵ)(10)⌉ truy vấn để cập nhật các sv, v ∈ S.
Kết hợp các trường hợp, số lượng truy vấn cần nhiều nhất là:

nk + nk⌈log(1+ϵ)(10)⌉ ≤ nk + nk(1 + log(1+ϵ)(10)) = 2nk + nk
ln(10)

ln(1 + ϵ)

≤ 2nk + nk
ln(10)

ln 1
1− ϵ

2

= 2nk − nk
ln(10)

ln(1− ϵ
2)

≤ 2nk +
2

ϵ
nk ln(10) = O(

nk

ϵ
).

Trong đó, bất đẳng thức thứ hai là do 1 + ϵ ≥ 1
1− ϵ

2
, với ϵ ∈ (0, 1) và bất đẳng thức

thứ ba là từ bất đẳng thức ln(x+ 1) ≤ x, với mọi x ∈ (−1, 0).
Tiếp theo, từ Định lý 2.2, ta có Γ ≤ opt ≤ 10Γ. Vì vậy, sẽ có một số nguyên
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v ∈ S để opt/(1 + ϵ) ≤ v < opt. Từ đó, ta có:

f(sjv) =

j∑
i=1

(f(siv)− f(si−1v )) ≥
j∑

i=1

c(ei)θv = c(sjv)θv. (2.29)

Ta xét 2 trường hợp sau:
- Trường hợp 1. Sẽ tồn tại một phần tử o ∈ supp(o) \ supp(sv) sao cho

∆(o,o(o))f(s
<o
v ) ≥ c(o) · θv và c(s<o

v ) + c(o) > B. Nhắc lại, đặt (em, im) =

argmaxe∈V,i∈[k] f((e, i)), có:

f(sfinal) ≥ max{f(sv), f((em, im))} (2.30)

≥ max{f(s<o
v ), f((o,o(o)))} (2.31)

≥ f(s<o
v ) + f((o,o(o)))

2
(2.32)

≥ f(s<o
v ⊔ (o,o(o))

2
(2.33)

=
∆(o,o(o))f(s

<o
v ) + f(s<o

v )

2
(2.34)

≥ θvc(o) + θvc(s
<o
v )

2
≥ Bθv

2
≥ opt

4(1 + ϵ)
(2.35)

≥ (
1

4
− ϵ)opt. (2.36)

- Trường hợp 2. Không có phần tử o ∈ supp(o)\supp(sv) nào như vậy. Bằng
Bổ đề 2.5, ta có:

f(o) ≤ 2f(sv) +Bθv ≤ 2f(sv) +
opt

2
. (2.37)

Do vậy f(sfinal) ≥ f(sv) ≥ opt/4. Kết hợp tất cả các trường hợp trên, ta có điều
phải chứng minh.

2.5.4. Thuật toán xấp xỉ tăng cường: IFA+

Để cải tiến các thuật toán trước, thuật toán tiếp theo được đề xuất là thuật
toán xấp xỉ tăng cường IFA+ (Improved Fast Approximation Plus), Thuật toán 4.
Thuật toán này cải tiến tỉ lệ xấp xỉ của IFA mà vẫn đảm bảo trong thời gian tuyến
tính. IFA+ cho tỉ lệ xấp xỉ tất định là 1/3 − ϵ. Ý tưởng của thuật toán này dựa
trên giảm dần ngưỡng nhằm bổ sung thêm các phần tử tốt từ tập V vào lời giải dự
tuyển s. Sau đó, phân hoạch lại s để lấy thêm các phần tử tốt hơn từ V đưa vào các
phân hoạch của s trong khi tổng chi phí vẫn còn nhỏ hơn ngân sách. Ý tưởng này
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xuất phát từ nhận xét khi ta chọn được một tập lời giải dự tuyển thì các phần tử tốt
vẫn còn nằm ở trong tập V . Do vậy, ta có thể tăng cường chất lượng lời giải của s.

Thuật toán IFA+ bao gồm 2 pha. Pha đầu tiên (dòng 2) sử dụng cách thiết kế
tương tự như IFA nhưng có một vài điều chỉnh. Pha đầu tiên này cũng gọi FA như
là một chu trình con để có được khoảng bao của giá trị tối ưu trong đoạn [Γ, 10Γ]

(dòng 3). Sau đó, nó sử dụng ngưỡng tham lam để thêm các phần tử nào có mật độ
tăng thêm cao vào trong tập lời giải dự tuyển s.

Cụ thể, pha này sẽ bao gồm một số bước lặp, mỗi bước quét tập cơ sở 1
lần (dòng 4-12). Với một phần tử e đang xét, thuật toán sẽ tìm vị trí tốt nhất
ie = argmaxi∈[k]∆(e,i)f(s) và e được thêm vào tập s nếu mật độ tăng thêm của
nó ∆(e,i)f(s)/c(e) lớn hơn hoặc bằng ngưỡng θ mà không vi phạm giới hạn ngân
sách. Ngưỡng θ được khởi tạo bằng 10Γ/(3ϵB) và giảm dần theo hệ số (1− ϵ) sau
từng bước lặp cho đến khi nhỏ hơn Γ(1− ϵ)/(3B).

Pha thứ hai (dòng 12-23) được sử dụng để tăng cường tỉ lệ xấp xỉ của s. Ý
tưởng then chốt của pha này là tiếp tục khám phá trong tập s để tăng cường chất
lượng của sT , với sj = {(e1, i1), . . . , (ej, ij)} là k-tập s sau khi thêm j phần tử
1 ≤ j ≤ t, s0 = 0 và T = max{j ∈ N : sj + c(o1) ≤ B}.

Để tìm ra sT , thuật toán tìm rất nhiều các tập dự đoán sq với tổng chi phí
nhiều nhất là l (dòng (16)) với l sẽ được tăng dần dần từ ϵB tới (1 + ϵ)B. Thuật
toán sau đó sẽ quét lại tập cơ sở V để thêm phần tử el mới tốt nhất từ V vào trong
s′l mà không vi phạm ràng buộc về ngân sách (dòng (20)).

Cuối cùng, lời giải cuối sẽ chọn giá trị lớn nhất giữa smax, s, và danh sách các
s(j) với j ∈ [l] (dòng 24). Chi tiết của thuật toán được trình bày ở thuật toán 4.

Tương tự như các thuật toán trên, để phân tích cho thuật toán IFA+, ta sử
dụng các quy ước ký hiệu sau:

- s = {(e1, i1), . . . , (et, it)} là k-tập s sau khi kết thúc vòng lặp đầu tiên, t =
|supp(s)|.

- sj = {(e1, i1), . . . , (ej, ij)}: là k-tập s sau khi thêm j phần tử 1 ≤ j ≤ t, như
vậy s0 = 0, st = s.

- sj: k-tập s sau khi kết thúc bước lặp thứ j của vòng lặp đầu tiên.
- sij: là k-tập chứa i phần tử đầu tiên trong sj.
- T = max{j ∈ N : sj + c(o1) ≤ B}, trong đó o1 = maxo∈supp(o) c(o).
- o′ = {(o2, i∗2), . . . , (om, i∗m)}, là lời giải tối ưu sau khi chọn được (o1, i

∗
1).

- θj: ngưỡng θ tại bước lặp thứ j của vòng lặp đầu tiên.
- θ(j): ngưỡng θ khi bộ (ej, ij) được thêm vào s trong vòng lặp đầu tiên.

Phần tiếp theo sẽ phân tích Bổ đề 2.6. Đây là bổ đề đơn giản nhưng đóng vai
trò quan trọng không thể thiếu để phân tích tỉ lệ xấp xỉ.
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Algorithm 4 IFA+
Input: V , f , k, B > 0, ϵ > 0.
Output: Output: A solution s.

1: \\ Phase 1
2: smax ← FA(V, f, k, B) , s← 0;
3: Γ← f(smax), θ ← 10Γ/(3ϵB)
4: while θ ≥ (1− ϵ)Γ/(3B) do
5: for all e ∈ V \ supp(s) do
6: ie ← argmaxi∈[k]∆(e,i)f(s)
7: if c(s) + c(e) ≤ B and ∆(e,ie)f(s)/c(e) ≥ θ then
8: s← s ⊔ (e, ie)
9: end if

10: end for
11: θ ← (1− ϵ)θ
12: end while
13: \\ Phase 2: Boosting quality of solutions
14: l← ϵB

15: while l ≤ B do
16: Find q ← max{i : i ≤ |supp(s)|, c(si) ≤ l}
17: s′l ← sq

18: if s′l ̸= s(l/(1+ϵ)) then
19: (el, il)← argmaxi∈[k],e∈V \supp(s′l):c(s′l)+c(e)≤B ∆(e,i)f(s

′
l)

20: s(l) ← s′l ⊔ (el, il)
21: end if
22: l← (1 + ϵ)l
23: end while
24: s← argmaxs′′∈{smax,s,s(ϵB),s(ϵB(1+ϵ)),...,s(l) f(s

′′)
25: return s

Bổ đề 2.6. Với bất kỳ k-tập x nào ta đều có:

f(x) ≤ 2f(sj) +
∑

e∈supp(x)\supp(sj)

∆(e,x(e))f(sj).

Nếu maxe∈supp(x)\supp(sj) c(e) + c(sj) ≤ B, chúng ta sẽ có:

f(x) < 2f(sj) + c(x)θj.
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Chứng minh. Sử dụng lập luận tương tự Bổ đề 2.5, chúng ta cũng sẽ có:

f(x)− f(sj) = f(x)− f(xi) + f(xi)− f(sj)

≤ f(sj) +
∑

e∈supp(x)\supp(sj)

∆(e,x(e))f(sj).

Với e /∈ supp(sj) bất kỳ mà không vi phạm ràng buộc tổng lực lượng, có nghĩa là
c(e) + c(sj) ≤ B, nó sẽ không vượt qua được điều kiện ở dòng 7 của Thuật toán 4
tại vòng lặp j của vòng lặp đầu tiên, với s<e là s ngay trước khi e được xử lý. Suy
ra:

∆(e,x(e))f(sj)

c(e)
≤

∆(e,x(e))f(s
<e)

c(e)
< θj.

Vì vậy, nếu maxe∈supp(x)\supp(sj) c(e) + c(sj) ≤ B, thì ∆(e,x(e))f(sj) < c(e)θj với
mọi e ∈ supp(x) \ supp(sj), nên có:

f(x)− f(sj) < f(sj) +
∑

e∈supp(x)\supp(sj)

c(e)θj ≤ f(sj) + c(x)θj.

Suy ra điều phải chứng minh.

Các bổ đề tiếp theo phân tích được tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán dựa vào điều
kiện của c(o1).

Bổ đề 2.7. Nếu c(o1) > (1− ϵ)B, f(s) ≥ (13 − ϵ)opt.

Chứng minh. Theo định nghĩa của o′, chúng ta có c(o′) ≤ B − c(o1) ≤ ϵB.
Ngưỡng θ giảm dần từ 10Γ

3ϵB xuống (1−ϵ)Γ
3B theo hệ số 1 − ϵ sau mỗi bước lặp của

vòng lặp đầu tiên. Vì vậy, số bước lặp của vòng lặp đầu tiên nhiều nhất là:

⌈log(1−ϵ)(
ϵ(1− ϵ)

10
)⌉ ≤ 2 +

ln(ϵ/10)

ln(1− ϵ)
= 2− ln(10/ϵ)

ln(1− ϵ)
≤ 2 +

ln(10/ϵ)

ϵ
(2.38)

Trong đó, bất đẳng thức đầu tiên là vì ta có bất đẳng thức x ≥ ln(1 + x), với mọi
x ∈ (−1, 0). Xem xét bước lặp j = ⌈log(1−ϵ)(ϵopt10Γ )⌉, ta có:

(1− ϵ)opt

3B
< θj =

10(1− ϵ)jΓ

3ϵB
≤ opt

3B

Ta xem xét thời điểm sau khi bước lặp j kết thúc, có 2 trường hợp sau xảy ra:
-Trường hợp 1: Nếu supp(sT ) ⊆ supp(sj), có nghĩa là thuật toán đạt được sT trước
khi kết thúc bước lặp j.
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+/ Nếu c(sj) < (1 − ϵ)B. Từ tính chất k-submodular của f , có f(o′) ≥ f(o) −
f((o1, i

∗
1)). Với bất kì phần tử e ∈ supp(o′)\supp(sj), ta đều có c(sj)+maxe∈supp(o′) c(e)

≤ c(sj) + c(o′) < B. Áp dụng Bổ đề 2.6, ta có được f(o′) ≤ 2f(sj) + c(o′)θj =

2f(sj) + ϵopt/3. Vì vậy,

f(o)− f(s) ≤ f(o)− f((o1, i
∗
1)) (2.39)

≤ f(o′) (2.40)

≤ 2f(sj) +
ϵ

3
opt (2.41)

≤ 2f(s) +
ϵ

3
opt. (2.42)

Trong đó, bất đẳng thức (2.39), (2.42) là do cách chọn lời giải cuối của thuật toán
và bất đẳng thức (2.40) là do tính k-submodular của f . Vì vậy f(s) ≥ (13 −

ϵ
9)opt.

+/ Nếu c(sj) ≥ (1− ϵ)B, ta có:

f(sj) ≥ c(sj)θj =
(1− ϵ)2opt

3
> (

1

3
− ϵ)opt.

- Trường hợp 2: Nếu supp(sj) ⊂ supp(sT ). Từ định nghĩa của T , ta áp dụng Bổ
đề 2.6 với lưu ý rằng θ(T ) ≤ θj, có được:

f(o)− f(sT ) ≤ f(sT ) + c(o)θ(T )

≤ f(sT ) + c(o)θj

≤ f(sT ) +
opt

3
.

Từ đó dẫn đến f(s) ≥ f(sT ) ≥ opt/3.

Bổ đề 2.8. Nếu c(o1) ≤ (1− ϵ)B, f(s) ≥ (13 − ϵ)opt.

Chứng minh. Nếu sT = s sau khi kết thúc vòng lặp chính, từ Bổ đề 2.6 dễ dàng
chứng minh được rằng:

f(o)− f(sT ) ≤ f(sT ) + c(o)
Γ(1− ϵ)

3B

≤ f(sT ) +
(1− ϵ)

3
opt.

Vì vậy, f(sT ) > (1/3+ ϵ/6)opt. Ta xem xét trường hợp còn lại khi sT ̸= s sau khi
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kết thúc vòng lặp chính. Lúc này s chứa ít nhất T +1 phần tử và c(sT+1)+ c(o1) ≥
B, suy ra c(sT+1) ≥ ϵB. Xem xét bước lặp j = ⌈log1−ϵ(opt/10Γ)⌉ của vòng lặp
đầu tiên, ta có:

(1− ϵ)opt

3ϵB
< θj =

10(1− ϵ)jΓ

3ϵB
≤ opt

3ϵB
.

Tiếp theo, quan sát vòng lặp thứ hai của thuật toán. Vì l tăng dần từ ϵB đến B bởi
hệ số (1 + ϵ) sau mỗi bước lặp, tại bước lặp h ≥ 1, ta có l = ϵB(1 + ϵ)h−1. Vì
B − c(o1) ≥ ϵB, nên tồn tại bước lặp h để

l = ϵB(1 + ϵ)h−1 ≤ B − c(o1) < ϵB(1 + ϵ)h = l(1 + ϵ).

Sau bước lặp đó, do cách chọn sq của thuật toán chúng ta có c(sq) ≤ l < c(sq+1).
Chúng ta xem xét các trường hợp sau đây:
-Trường hợp 1. Nếu thuật toán đạt được sq+1 bước lặp đầu tiên của vòng lặp đầu,
ta có:

f(s) ≥ f(sq+1) ≥ c(sq+1)θ1 >
B − c(o1)

1 + ϵ

opt

3ϵB
≥ opt

3(1 + ϵ)
≥ 1

3
(1− ϵ)opt.

-Trường hợp 2. Nếu thuật toán đạt được sq+1 sau bước lặp thứ j > 1 của vòng
lặp đầu, đặt s<e là s ngay trước khi e được xử lý. Mật độ tăng thêm của bất kỳ
e ∈ supp(o)\supp(sq) đối với sq là nhỏ hơn ngưỡng tại bước trước khi (eq+1, iq+1)

được thêm vào sq, có nghĩa là:

∆(e,ie)f(s
q)

c(e)
≤

θ(q+1)

1− ϵ
.

Nếu o1 /∈ supp(sq), bởi quy tắc chọn của s(l) tại bước lặp đó và tính k-submodular
của hàm f , chúng ta có s(l) = s′l ⊔ (el, il) = sq ⊔ (el, il). Nhắc lại là oq = (o ⊔
sq) ⊔ sq với lưu ý rằng o1 ∈ supp(oq). Suy luận tương tự Bổ đề 2.1, ta cũng có
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f(o)− f(oq) ≤ f(sq). Vì vậy:

f(o)− f(sq ⊔ (o1, i
∗
1)) ≤ f(o)− f(oq) + f(oq)− f(sq ⊔ (o1, i

∗
1)) (2.43)

≤ f(sq) + f(oq)− f(sq ⊔ (o1, i
∗
1)) (2.44)

≤ f(sq) +
∑

e∈supp(o)\supp(sq⊔(o1,i∗1))

∆(e,o(e))f(s
q ⊔ (o1, i

∗
1))

(2.45)

≤ f(sq) +
∑

e∈supp(o)\supp(sq⊔(o1,i∗1))

∆(e,o(e))f(s
q) (2.46)

≤ f(sq) +
∑

e∈supp(o)\supp(sq⊔(o1,i∗1))

c(e)
θ(q+1)

1− ϵ
(2.47)

≤ f(sq) +
(B − c(o1))θ(q+1)

1− ϵ
. (2.48)

Trong đó bất đẳng thức (2.46) do tính k-submodular của f và bất đẳng thức (2.47)
do áp dụng bất đẳng thức (2.43). Bằng áp dụng bất đẳng thức (2.48) và cách chọn
lời giải cuối cùng (f(s) ≥ f(s(l)) ≥ f(sq)), ta có:

f(o)− f(s(l)) = f(o)− f(sq ⊔ (el, il)) (2.49)

≤ f(o)− f(sq ⊔ (o1, i
∗
1)) (Do cách chọn s(l)) (2.50)

≤ f(sq) +
(B − c(o1))θ(q+1)

1− ϵ
(2.51)

≤ f(s) +
(B − c(o1))θ(q+1)

1− ϵ
. (2.52)

Sắp xếp lại bất đẳng thức (2.52), có được:

θ(q+1) ≥ (1− ϵ)
f(o)− f(s(l))− f(sq+1)

B − c(o1)
(2.53)

≥ (1− ϵ)
f(o)− 2f(s)

B − c(o1)
. (2.54)

Mặt khác, tại vòng lặp đầu, mật độ tăng thêm của mỗi phần tử được chọn ít nhất
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bằng ngưỡng, nghĩa là ∆(ej ,ij)f(s
j−1)/c(ej) ≥ θ(j) với mọi j = 1, . . . , q + 1, nên:

f(s) ≥ f(sq+1)− f(s0) =

q+1∑
j=1

∆(ej ,ij)f(s
j−1) (2.55)

≥
q+1∑
j=1

c(ej)θ(j) ≥ c(sq+1)θ(q+1) (2.56)

≥ B − c(o1)

1 + ϵ
θ(q+1) (Do bất đẳng thức (2.43)) (2.57)

≥ 1− ϵ

1 + ϵ
(f(o)− 2f(s)). (2.58)

Do đó, f(s) ≥ (13 −
2ϵ

3(3−ϵ))f(o) > (13 − ϵ)opt.
Nếu o1 ∈ supp(sq), ta cũng có được bất đẳng thức (2.52) bằng áp dụng các phép
biến đổi sau:

f(o)− f(s(l)) ≤ f(o)− f(sq+1)

≤ f(sq+1) +
∑

e∈supp(o)\supp(sq+1)

∆(e,o(e))f(s
<e) (Áp dụng Bổ đề 2.6)

≤ f(sq+1) +
∑

e∈supp(o)\supp(sq+1)

c(e)
θ(q+1)

1− ϵ

≤ f(sq+1) +
θ(q+1)(B − c(o1))

1− ϵ
.

Từ đây trở đi, bằng cách suy luận tương tự như trường hợp o1 /∈ supp(sq), ta cũng
có f(s) > (1/3 − ϵ)opt. Kết hợp tất cả các trường hợp nêu trên, ta có điều phải
chứng minh.

Áp dụng các bổ đề trên, ta có định lý về đảm bảo lý thuyết của thuật toán.

Định lý 2.4. Với ϵ ∈ (0, 1/3) bất kỳ, thuật toán IFA+ có độ phức tạp truy vấn là
O(kn log(1/ϵ)/ϵ) và trả về lời giải với tỉ lệ xấp xỉ là 1/3− ϵ.

Chứng minh. Thuật toán IFA+ cần O(nk) truy vấn để chạy thuật toán FA. Thuật
toán IFA+ gồm hai vòng lặp. Từ (2.38), vòng lặp đầu chứa ít nhất: O(1ϵ log(

1
ϵ ))
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bước lặp. Số bước lặp của vòng lặp thứ 2 nhiều nhất là:

⌈log(1+ϵ)(
1

ϵ
)⌉ ≤ 1 + log(1+ϵ)(

1

ϵ
) = 1 +

ln(1ϵ )

ln(1 + ϵ)
≤ 1 +

ln(1ϵ )

ln 1
1− ϵ

2

= 1−
ln(1ϵ )

ln(1− ϵ
2)
≤ 1 +

2

ϵ
ln(

1

ϵ
) = O(

1

ϵ
log(

1

ϵ
)).

Trong đó, bất đẳng thức đầu là do 1+ ϵ ≥ 1
1− ϵ

2
, với mọi ϵ ∈ (0, 1) và bất đẳng thức

thứ hai là do áp dụng ln(1+ x) ≤ x với mọi x ∈ (−1, 0). Vì mỗi bước lặp của các
vòng lặp trên quét 1 lần tập cơ sở và tốn mất kn truy vấn, ta có được số truy vấn
nhiều nhất là:

O(nk) + 2 ·O(
1

ϵ
log(

1

ϵ
)) · kn = O(

nk

ϵ
log(

1

ϵ
)).

Tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán tuân theo các Bổ đề 2.7, 2.8 bằng cách kết hợp 2 trường
hợp sau: c(o1) ≤ (1− ϵ)B và c(o1) > (1− ϵ)B. Suy ra điều phải chứng minh.

2.6. Các thuật toán cho trường hợp hàm mục tiêu không đơn điệu

2.6.1. Kết quả mới của luận án

Các bài toán ứng dụng của tối đa hàm submodular, hàm mục tiêu được chỉ
ra là có thể không đơn điệu [55, 21, 97, 137]. Hệ quả tất yếu bài toán tối đa hàm
k-submodular cũng có thể không đơn điệu. Pham và cộng sự [115] cũng đã giải
quyết bài toán tổng quát tối đa hàm mục tiêu k-submodular với ngân sách giới hạn,
hàm mục tiêu có thể không đơn điệu. Trong nghiên cứu của họ, các tác giả đưa
ra lời giải xấp xỉ với độ phức tạp truy vấn gần tuyến tính (Bảng 2.4). Luận án tập
trung giải quyết bài toán với hàm không đơn điệu bằng một thuật toán xấp xỉ cạnh
tranh và giảm độ phức tạp truy vấn.

Bảng 2.4 đưa ra so sánh giữa các thuật toán được đề xuất, LAA và RLA,
của luận án với các thuật toán tốt nhất hiện nay, thuật toán luồng tất định (DS) và
thuật toán luồng ngẫu nhiên (RS) [115] đã đề cập đến ở phần trước.

Thuật toán Tỉ lệ xấp xỉ Độ phức tạp truy vấn Tính tất định
DS [115] 1/5− ϵ O(kn log(n)/ϵ) Có
RS [115] k/(5k − 2)− ϵ O(kn log(n)/ϵ) Không
LAA (Thuật toán 5 trong luận án) 1/19 O(kn) Có
RLA (Thuật toán 6 trong luận án) 1/5− ϵ O(kn/ϵ) Có

Bảng 2.4: So sánh các thuật toán cho kSMK không đơn điệu; Lưu ý DS và RS
trong [115] là trường hợp đặc biệt khi β = 1.
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Luận án cải tiến các thuật toán đã đề xuất với hàm mục tiêu đơn điệu, xây
dựng được thuật toán cải tiến RLA (Thuật toán 6) giải cho không đơn điệu. RLA

đạt được tỉ lệ xấp xỉ 1/5 − ϵ và yêu cầu độ phức tạp của truy vấn O(kn/ϵ) trong
đó ϵ > 0 là tham số chính xác. Đây là thuật toán cho tỉ lệ xấp xỉ tương đương với tỉ
lệ xấp xỉ tốt nhất hiện tại của thuật toán tất định cho kSMK không đơn điệu [115].
Phương pháp của RLA dựa trên ngưỡng mật độ để chọn ra các phần tử “tốt”.

Đối với trường hợp này, luận án cũng tiến hành một số thử nghiệm tổng thể
trên ứng dụng kIMK. Kết quả thử nghiệm cho thấy các thuật toán được đề xuất tiết
kiệm truy vấn hơn so với thuật toán hiện đại nhất (được đề cập trong Bảng 2.4) và
trả về các kết quả có thể so sánh được về mặt hiệu suất.

Bảng 2.4 so sánh các thuật toán trên ba khía cạnh tỉ lệ xấp xỉ, độ phức tạp
của truy vấn và tính tất định hay không. Thuật toán LAA là phiên bản đơn giản,
có tác dụng đưa số truy vấn về tuyến tính và giới hạn lại khoảng giá trị của opt để
RLA sử dụng. Các trường nêu trong bảng cho thấy thuật toán được đề xuất có số
lượng truy vấn thấp hơn và tỉ lệ xấp xỉ hằng số có giá trị tốt tương đương các thuật
toán hiện đại.

2.6.2. Thuật toán xấp xỉ tuyến tính: LAA

Đầu tiên, thuật toán xấp xỉ tuyến tính LAA (Linear Approximation Algo-
rithm) được tạo ra làm nền tảng để xây dựng thuật toán cải tiến. Thuật toán này
dựa trên khung kĩ thuật của thuật toán FA của phần trước. Tuy nhiên để phân tích
cho trường hợp tổng quát, các suy dẫn dựa trên tính chất đơn điệu cần phải được
thay thế. Mặt khác, do sự phức tạp của hàm mục tiêu không đơn điệu, tỉ lệ xấp xỉ
sẽ không đạt được là 1/10 như thuật toán FA.

Để giải quyết tính không đơn điệu của hàm mục tiêu, ta phải sử dụng các phân
tích không tầm thường để đưa ra một tỉ lệ xấp xỉ. Khác với trường hợp đơn điệu
trong FA, phần này sử dụng tính chất đơn điệu từng cặp (pairwise monotonicity)
của hàm k-submodular. Đây là một tính chất quan trọng trong phân tích lý thuyết
thuật toán.

Để phù hợp với các phân tích liên quan đến hàm không đơn điệu, thuật toán
sử dụng các ký hiệu bổ trợ về các tập và các bộ, quy ước như sau:

- V1 = {e ∈ V : c(e) > B/2}, V2 = {e ∈ V : c(e) ≤ B/2}.
- o′1 = {(e,o(e)) : e ∈ V1},o′2 = {(e,o(e)) : e ∈ V2}.
- o1 là lời giải tối ưu trên tập V1.
- o2 là lời giải tối ưu trên tập V2.
- (ej, ij) là phần tử thứ j được thêm vào vòng lặp chính của thuật toán.
- x = {(e1, i1), . . . , (et, it)}: k-tập x sau khi kết thúc vòng lặp chính, và t =
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Algorithm 5 : LAA
Input: V , f , k, B > 0.
Output: A solution s

1: x← 0; (em, im)← (∅, 1); x′ ← 0;
2: for all e ∈ V do
3: ie ← argmaxi∈[k] f((e, i))
4: (em, im)← argmax(e′,i′)∈{(em,im),(e,ie)} f((e

′, i′))
5: if c(e) ≤ B/2 then
6: if ∆(e,ie)f(x) ≥ c(e)f(x)/B then
7: x← x ⊔ (e, ie)
8: end if
9: end if

10: end for
11: tx = |supp(x)|, xj = {(etx−j+1, itx−j+1), (etx−j+2, itx−j+2), . . . , (etx, itx)},

x′ ← argmaxxj :j≤tx,c(xj)≤B c(xj), // last j tuples added into x
12: s← argmaxs∈{(em,im),x′} f(s)
13: return sfinal

|supp(x)|.
- xj = {(e1, i1), . . . , (ej, ij)}: là k-tập x (trong vòng lặp chính) sau khi thêm j

phần tử, 1 ≤ j ≤ t, x0 = 0, xt = x.
- xj = {(et−j+1, it−j+1), (et−j+2, it−j+2), . . . , (et, it)} là j phần tử cuối cùng

được thêm vào x.
- oj

2 = (o2 ⊔ xj) ⊔ xj.
- o

j−1/2
2 = (o2 ⊔ xj) ⊔ xj−1.

- xj−1/2: Nếu ej ∈ supp(o2), thì có xj−1/2 = xj−1 ⊔ (ej,o2(ej)). Nếu ej /∈
supp(o2), xj−1/2 = xj−1.

- ut = {(u1, i1), (u2, i2), . . . , (ur, ir)} là tập các phần tử ở trong tập ot
2 mà

không ở trong tập xt, r = |supp(ut)|.
- ut

l = xt ⊔ {(u1, i1), (u2, i2), . . . , (ul, il)},∀1 ≤ l ≤ r và ut
0 = xt.

Giả sử rằng x′ có T bộ cuối trong x, có nghĩa là x′ = xT . Đặt Q = t − T ,
chúng ta có x = xQ ⊔ x′. Các bổ đề dưới đây sẽ liên kết giữa lời giải dự tuyển x

với o2.

Bổ đề 2.9. f(o2)− f(oj
2) ≤ 2f(xj) với mọi 0 ≤ j ≤ t.

Chứng minh. Vì f có thể không đơn điệu, với (ej, ij) là bộ thứ j được thêm vào
lời giải dự tuyển x sau vòng lặp của thuật toán LAA. Ta phải xét 2 trường hợp
dưới đây:
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-Nếu ej /∈ supp(o2), đặt l ∈ [k] sao cho l ̸= ij và oj
l là k-tập sao cho

oj
l (e) = oj

2(e),∀e ∈ V2 \ {ej} và oj
l (ej) = l, ta có:

f(oj−1
2 )− f(oj

2) = f(oj
l )− f(oj−1

2 )

− (f(oj
2) + f(oj

l )− 2f(oj−1
2 )) (2.59)

≤ f(oj
l )− f(oj−1

2 ) (2.60)

≤ f(xj
l )− f(xj−1) (2.61)

≤ f(xj)− f(xj−1). (2.62)

Với bất đẳng thức (2.60) do tính chất đơn điệu từng cặp của hàm f , bất đẳng
thức (2.61) do tính k-submodular của f , và bất đẳng thức (2.62) do quy tắc chọn
phần tử của thuật toán. Vậy, ta có điều phải chứng minh.

- Nếu ej ∈ supp(o2). Lúc này, nếu oj−1
2 (ej) = ij, do tính chất đơn điệu từng

cặp của f , tồn tại i′ ∈ [k] để f(xj−1 ⊔ (ej, i
′)) ≥ 0. Vì vậy,

f(oj
2)− f(oj−1

2 ) = 0 ≤ f(xj)− f(xj−1).

Nếu oj−1
2 (ej) ̸= ij, suy ra:

f(oj−1)− f(oj) = 2f(oj−1)− 2f(oj−1/2)

− (f(oj−1) + f(oj)− 2f(oj−1/2))

≤ 2f(oj−1)− 2f(oj−1/2)

≤ 2f(xj)− 2f(xj−1).

Bất đẳng thức cuối là do tính k-submodular. Tổng quát, ta có f(oj−1
2 ) −

f(oj
2) ≤ 2f(xj)− 2f(xj−1). Vì vậy,

f(o2)− f(ot
2) =

t∑
j=1

(f(oj−1)− f(oj))

≤ 2
t∑

j=1

(f(xj)− f(xj−1)) ≤ 2f(xt).

Như vậy ta cũng có điều phải chứng minh.

Bổ đề dưới đây chỉ ra mối quan hệ giữa lời giải có được tại các bước và lời
giải cuối cùng.

Bổ đề 2.10. f(x′) ≥ f(xt)/3.
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Chứng minh. Nhắc lại x = xt. Nếu c(xt) ≤ B, x′ = xt thì bổ đề đúng. Ta xét
trường hợp: c(xt) > B. Ta có:

f(xt)− f(xQ) =
T∑

j=Q+1

∆(ej ,ij)f(x
j−1) (2.63)

≥
T∑

j=Q+1

c(ej)
f(xj−1)

B
(2.64)

≥
T∑

j=Q+1

c(ej)
f(xQ)

B
(2.65)

≥ c(x′)
f(xQ)

B
. (2.66)

Trong đó bất đẳng thức (2.64) do luật chọn bộ (e, ij) cho vào tập x theo điều
kiện ở dòng 6 của thuật toán LAA. Bất đẳng thức (2.65) là do f(·) ≥ 0.

Vì x′ được chọn từ x để tổng chi phí của nó gần B nhất và mỗi phần tử
e ∈ supp(x) có chi phí nhiều nhất là B/2, nên:

c(x′) > B − B

2
≥ B

2
.

Suy ra: f(xt) − f(xQ) ≥ f(xQ)/2. Nên f(xQ) ≤ 2f(xt)/3. Mặt khác, do tính
k-submodular của f ta có f(xt) ≤ f(xQ) + f(x′). Nên,

f(x′) ≥ f(xt)− f(xQ) ≥ f(xt)

3
.

Ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề 2.11. f(ot
2) ≤ 4f(xt).
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Chứng minh. Ta có:

f(o2)− f(xt) = f(o2)− f(ot
2) + f(ot

2)− f(xt) (2.67)

≤ 2f(xt) + f(ot
2)− f(xt) (Do Bổ đề 2.9) (2.68)

≤ 2f(xt) +
∑

e∈supp(ot
2)\supp(xt)

∆(e,ij),∀i∈[k]f(x
t) (2.69)

≤ 2f(xt) +
∑

e∈supp(ot
2)\supp(xt)

c(e)f(xt)

B
(2.70)

≤ 2f(xt) +
Bf(xt)

B
= 3f(xt). (2.71)

Trong đó bất đẳng thức (2.69) do tính k-submodular của f , bất đẳng thức (2.70) do
luật lựa chọn của thuật toán. Do vậy, ta có: f(ot

2) ≤ 4f(xt) or f(ot
2) ≤ 4f(x).

Từ các bổ đề trên ta suy ra bổ đề về mối quan hệ giữa lời giải cuối và lời giải
tối ưu trên tập V2 dưới đây.

Bổ đề 2.12. f(x′) ≥ f(o2)/18.

Chứng minh. Áp dụng các Bổ đề 2.1 và 2.11, với j = t, ta có:

f(o2)− f(xt) = f(o2)− f(ot
2) + f(ot

2)− f(xt)

≤ 2f(xt) + f(ot
2)− f(xt)

≤ 5f(xt).

Vì vậy f(xt) ≥ f(o2)/6. Kết hợp các suy dẫn trên với Bổ đề 2.10, ta có f(x′) ≥
f(xt)/3 ≥ f(o2)/18.

Cuối cùng, các đảm bảo lý thuyết về tỉ lệ xấp xỉ và độ phức tạp truy vấn được
chỉ ra qua định lý dưới đây.

Định lý 2.5. Thuật toán LAA là thuật toán luồng 1 lần quét trả về tỉ lệ xấp xỉ là
1/19 và tốn nk truy vấn.

Chứng minh. Thuật toán chỉ quét một lần trên tập hợp cơ sở và mỗi phần tử e

tốn k truy vấn để tìm vị trí ie. Do đó, số lượng truy vấn là nk. Bây giờ chúng
ta chứng minh tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán. Bằng cách chọn (em, im) và o1 chứa
nhiều nhất một phần tử nên f(o1) ≤ f((em, im)). Từ định nghĩa của o′1,o

′
2 và tính
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k-submodular của f , ta suy ra:

f(o) ≤ f(o′1) + f(o′2) (2.72)

≤ f(o1) + f(o2) (2.73)

≤ f((em, im)) + 18f(x′) ≤ 19f(s). (2.74)

Vậy định lý đã được chứng minh.

2.6.3. Thuật toán tuyến tính cải tiến: RLA

Cũng tương tự trường hợp đơn điệu, ta có thể xây dựng được một thuật toán
cải tiến nhằm tăng tỉ lệ xấp xỉ. Phần này giới thiệu thuật toán tuyến tính cải tiến
RLA (Robust Linear Approximation). Thuật toán này cải thiện tỉ lệ xấp xỉ thành
1/5 − ϵ và có độ phức tạp truy vấn là O(kn/ϵ). RLA giữ ý tưởng của IFA bằng
cách sử dụng lại giải pháp của LAA để giới hạn phạm vi của opt và điều chỉnh
ngưỡng tham lam để cải thiện tỉ lệ xấp xỉ bằng cách tiến hành O(1/ϵ) lần quét qua
tập cơ sở. Chi tiết thuật toán được trình bày đầy đủ trong Thuật toán 6.

Algorithm 6 : RLA
Input: V , f , k, B > 0, ϵ > 0.
Output: A solution s

1: sb ← LAA(V, f, k, B)
2: Γ← f(sb)
3: A← {(1 + ϵ)i : i ∈ N,Γ ≤ (1 + ϵ)i ≤ 19Γ}
4: for all e ∈ V do
5: for all v ∈ A do
6: iv ← argmaxi∈[k]∆(e,i)f(sv)
7: τv = 2v/(5B)
8: if c(sv) + c(e) ≤ B and ∆(e,iv)f(sv)/c(e)) ≥ τv then
9: sv ← sv ⊔ (e, iv)

10: end if
11: end for
12: end for
13: sfinal ← argmaxs′∈{smax,s1,s2,...,s|S|} f(s

′)
14: return sfinal

Từ Định lý 2.5, ta có: Γ ≤ opt ≤ 19Γ. Vòng lặp bên ngoài cũng quét từng
phần tử e trong tập cơ sở V , còn vòng lặp bên trong để xem xét từng giải pháp ứng
viên sv cho mỗi v được chọn lọc từ tập A. Trên cơ sở Định lý 2.5, ta xây dựng tập
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A để giới hạn số nghiệm ứng viên sv. Định nghĩa (e, iv) là bộ mang lại mức tăng
lợi nhuận biên lớn nhất khi được thêm vào sv.

Khi một phần tử e đến, thuật toán sẽ xử lý các công việc sau: (1) chọn vị trí
iv với mức tăng lợi nhuận biên tối đa đối với sv và e (dòng 6); (2) sử dụng ngưỡng
τv = 2v/(5B) để thêm phần tử e vào sv nếu nó có mật độ tăng cao mà không vi
phạm ràng buộc ngân sách (dòng (8)).

Sự khác nhau của RLA và IFA nằm ở khoảng bao giá trị tối ưu và ngưỡng
tham lam τv. Do sự chi phối của hàm f có thể không đơn điệu, nên các thiết kế
của IFA không còn đúng trong trường hợp này. Do đó, cần thiết kế thuật toán mới
này và các phân tích tỉ lệ mới. Dưới đây sẽ chỉ ra các đảm bảo lý thuyết của thuật
toán RLA.

Ta vẫn giữ các ký hiệu o như một nghiệm tối ưu của bài toán trên V và giá trị
tối ưu opt = f(o). Ngoài ra, luận án sử dụng thêm một số ký hiệu liên quan đến
xây dựng và phân tích Thuật toán 6 như sau:

- sv = {(e1, i1), (e2, i2), . . . , (eq, iq)} là tập lời giải dự tuyển ứng với các v ∈ A

sau khi kết thúc vùng lặp ngoài.
- sjv = {(e1, i1), (e2, i2), . . . , (ej, ij)}, 1 ≤ j ≤ q, như vậy s0v = 0.
- s<e

v là sv ngay trước khi e được xem xét.
- u = {(u1, i1), (u2, i2), . . . , (ur, ir)} là tập các phần tử nằm trong o nhưng

không nằm trong sv, r = |supp(u)|.
- ul = sv ⊔ {(u1, i1), (u2, i2), . . . , (ul, il)},∀1 ≤ l ≤ r và u0 = sv.
- oj = (o ⊔ sjv) ⊔ sjv.
- oj−1/2 = (o ⊔ sjv) ⊔ sj−1v .

Ta có các bổ đề và định lý dùng để phân tích đảm bảo lý thuyết dưới đây.

Bổ đề 2.13. Với bất kỳ v ∈ A, nếu không có phần tử o ∈ supp(o) \ supp(sv) nào
để ∆(o,o(o))f(s

<o
v )/c(o) ≥ τv và c(s<o

v ) + c(o) > B, thì: f(o) ≤ 3f(sv) + c(o)τv.

Chứng minh. Do quy tắc lựa chọn giống nhau giữa (e, iv) của thuật toán RLA và
(e, ie) của thuật toán LAA, chúng ta có cùng kết quả với Bổ đề 2.9, có nghĩa là,
f(o)− f(oq) ≤ 2f(sv). Vì vậy:
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f(o)− f(sv) = f(o)− f(oq) + f(oq)− f(sv) (2.75)

≤ 2f(sv) +
r∑

j=1

(f(uj)− f(uj−1)) (2.76)

≤ 2f(sv) +
r∑

j=1

∆(uj ,ij)f(s
<uj
v ) (2.77)

≤ 2f(sv) +
r∑

j=1

c(uj)τv (2.78)

≤ 2f(sv) + c(o)τv. (2.79)

Trong đó bất đẳng thức (2.77) là do tính k-submodular, bất đẳng thức (2.78)
xuất phát từ định nghĩa s<o

v , và bất đẳng thức (2.79) do định nghĩa của u và o.

Định lý 2.6. Với 0 < ϵ < 1/5, thuật toán RLA trả về tỉ lệ xấp xỉ là 1/5− ϵ, trong
với độ phức tạp truy vấn là O(nk/ϵ).

Chứng minh. Thuật toán cần nk truy vấn để gọi LAA và chỉ sử dụng 1 lần quét
tập cơ sở để kết thúc vòng lặp bên ngoài (dòng 4-12). Đối với mỗi phần tử đến, chỉ
cần tối đa k · ⌈log(1+ϵ)(19)⌉ truy vấn để cập nhật sv, v ∈ A. Kết hợp tất cả các điều
trên, số lượng truy vấn được yêu cầu nhiều nhất là:

nk + nk⌈log(1+ϵ)(19)⌉ ≤ nk + nk(1 + log(1+ϵ)(19))

= 2nk + nk
ln(19)

ln(1 + ϵ)

≤ 2nk + nk
ln(19)

ln 1
1− ϵ

2

= 2nk − nk
ln(19)

ln(1− ϵ
2)

≤ 2nk +
2

ϵ
nk ln(19) = O(

nk

ϵ
).

Tiếp theo là tỉ lệ xấp xỉ, từ Định lý 2.5, ta có Γ ≤ opt ≤ 19.Γ, nên tồn tại một số
nguyên dương v ∈ A để opt/(1 + ϵ) ≤ v ≤ opt. Vậy ta có:

f(sjv) =

j∑
i=1

(f(siv)− f(si−1v )) ≥
j∑

i=1

c(ei)θv = c(sjv)θv. (2.80)

75



Ta xem xét các trường hợp sau:
-Trường hợp 1. Tồn tại phần tử o ∈ supp(o) \ supp(sv) để ∆(o,o(o))f(s

<o
v ) ≥ τv và

c(s<o
v ) + c(o) > B. Nhắc lại (em, im) = argmaxe∈V,i∈[k] f((e, i)), nên có:

f(sfinal) ≥ max{f(sv), f((em, im))}
≥ max{f(s<o

v ), f((o,o(o)))}

≥ f(s<o
v ) + f((o,o(o)))

2

≥ f(s<o
v ⊔ (o,o(o))

2

=
∆(o,o(o))f(s

<o
v ) + f(s<o

v )

2

≥ τvc(o) + τvc(s
o
v)

2
≥ Bτv

2
=

v

5

≥ opt

5(1 + ϵ)

≥ (
1

5
− ϵ)opt.

-Trường hợp 2. Không có phần tử o như Trường hợp 1. Từ Bổ đề 2.13, c(o) ≤
B, τv = 2v/(5B), và f(o) = opt ≥ v, ta có:

f(o) ≤ 3f(sv) +Bτv ≤ 3f(sv) + 2Bv/(5B)

≤ 3f(sv) + 2opt/5.

Suy ra: opt ≤ 3f(sv) + 2opt/5, vì vậy opt ≤ 5f(sv). Cuối cùng, f(sfinal) ≥
f(sv) ≥ opt/5. Kết hợp tất cả các trường hợp trên, ta có điều phải chứng minh.

2.7. Nghiên cứu thực nghiệm

2.7.1. Các ứng dụng dùng trong thực nghiệm

Thực nghiệm được tiến hành trên các bài toán ứng dụng của kSMK. Các bài
toán ứng dụng này là các trường hợp của kSMK thể hiện cụ thể nó được áp dụng
vào đâu. Đây đều là các bài toán phổ biến và có tính thực tiễn, bao gồm :

- Tối đa ảnh hưởng của k chủ đề trong giới hạn chi phí (k-topic Influence
Maximization under Knapsack constraint - kIMK);

- Tối đa độ phủ thông tin của k chủ đề trong giới hạn chi phí (k-topic informa-
tion Coverage Maximization under Knapsack constraint - kCMK);

- Tối ưu vị trí đặt k loại cảm biến trong giới hạn chi phí (k-type Sensor Place-
ment under Knapsack constraint - kSPK).
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2.7.1.1. Tối đa ảnh hưởng của k chủ đề trong giới hạn chi phí

Ứng dụng kIMK hoạt động theo mô hình lan truyền thông tin LT được mô tả
tóm tắt dưới đây.

1. Mô hình lan truyền LT. Mô hình lan truyền thông tin này được gọi là mô
hình Ngưỡng tuyến tính LT lần đầu tiên được xây dựng cho bài toán tối đa ảnh
hưởng bởi Kempe [43], sau đó được mở rộng cho các bài toán tối đa ảnh hưởng
của k chủ đề [106]. Sự lan truyền thông tin khi sử dụng mô hình này được tóm tắt
như sau:

- Mạng xã hội được mô hình hóa bằng đồ thị có hướng G = (V,E), trong đó
V,E lần lượt đại diện cho một tập hợp người dùng và một tập hợp các liên kết.
Mỗi cạnh (u, v) ∈ E được gán các trọng số {wi(u, v)}i∈[k], trong đó mỗi wi(u, v)

biểu diễn sức ảnh hưởng của u tới v về chủ đề thứ i. Mỗi nút (node) u ∈ V có một
ngưỡng ảnh hưởng (influence threshold) đối với chủ đề i, đặt là θi(u), được chọn
một cách ngẫu nhiên trong [0, 1].

- Cho một tập hạt giống s = (S1, S2, . . . , Sk) ∈ (k + 1)V , sự lan truyền thông
tin chủ đề i xảy ra tại các bước rời rạc t = 0, 1, . . . như sau: Tại bước t = 0, tất
cả các nút trong Si được kích hoạt bởi chủ đề i. Tại bước t ≥ 1, một nút u được
kích hoạt (active) nếu

∑
active node v w

i(v, u) ≥ θi(u). Quá trình phổ biến thông
tin về chủ đề i kết thúc ở bước t nếu không có nút mới được kích hoạt nào và quá
trình lan truyền của một chủ đề độc lập với các chủ đề khác.

- Đặt σ(s) là số lượng nút được kích hoạt bởi ít nhất một trong k chủ đề sau
quá trình lan truyền tập hạt giống k-tập s, tức là,

σ(s) = E[| ∪i∈[k] σi(Si)|]. (2.81)

Trong đó σi(Si) là một biến ngẫu nhiên đại diện cho tập hợp người dùng đang hoạt
động cho chủ đề i với hạt giống Si. σ(s) được gọi là ảnh hưởng của tập s.

2. Bài toán kIMK. Bài toán này được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 2.7 (kIMK). Giả sử mỗi đỉnh e có một chi phí c(e) > 0 cho mọi chủ
đề i để thể hiện mức độ cố gắng ban đầu gây ảnh hưởng đến người dùng tương ứng
đối với chủ đề đó. Với ngân sách B cho trước, bài toán yêu cầu tìm tập hạt giống s

với c(s) =
∑

e∈Si,i∈k c(e) ≤ B sao cho σ(s) là giá trị lớn nhất.

2.7.1.2. Tối đa độ phủ thông tin của k chủ đề với ràng buộc chi phí

Ứng dụng kCMK được đề xuất bởi Wang và cộng sự [143] khi xét rằng một
nút không được kích hoạt (inactive node) có thể được thông báo (informed) về
thông tin lan truyền bởi ít nhất một trong các hàng xóm của nó trong cùng mô hình
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lan truyền của bài toán lan truyền ảnh hưởng. Tối đa độ phủ thông tin là tối đa số
lượng mong muốn các nút được kích hoạt hoặc được thông báo. Như vậy, một nút
không được kích hoạt vẫn được thông báo nếu nó có ít nhất một hàng xóm là nút
kích hoạt.

Qian và cộng sự [116] đã chỉ ra rằng nếu v ∈ σi(Si) ∀i ∈ [k], N(v) là tập các
hàng xóm không được kích hoạt của v, tập các nút được kích hoạt và thông báo
bởi sự lan truyền thông tin từ tập hạt giống Si có thể là:

γi(Si) = σi(Si) ∪
(
∪v∈σi(Si)N(v)

)
. (2.82)

Trong đó σi(Si) được cho bởi biểu thức (2.81). Như vậy, độ phủ thông tin của k

chủ đề được cho bởi biểu thức (2.83) dưới đây là tổng số nút theo kì vọng được
kích hoạt hoặc thông báo bởi ít nhất 1 trong số k thông tin được lan truyền:

γ(s) = E[| ∪i∈[k] γi(Si)|]. (2.83)

Hàm γ(s) còn gọi là hàm phủ của thông tin. Khi đó, bài toán tối đa độ phủ thông
tin của k chủ đề, kCMK, được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 2.8 (kCMK). Giả sử mỗi người dùng e có một chi phí c(e) > 0 cho
mọi i chủ đề, để thể hiện sự cố gắng bao nhiêu để bắt đầu ảnh hưởng tới người
dùng tương ứng về chủ đề đó. Cho một số nguyên dương B làm ngân sách, xác
suất các cạnh là piu,v, (u, v) ∈ E, i ∈ [k], bài toán cần tìm tập hạt giống s với tổng
chi phí c(s) =

∑
e∈Si,i∈k c(e) ≤ B để γ(s) là lớn nhất.

2.7.1.3. Tối ưu vị trí đặt k loại cảm biến trong giới hạn chi phí

Luận án giới thiệu chi tiết hơn về hiệu suất của các thuật toán qua bài toán tối
ưu vị trí đặt k loại cảm biến trong giới hạn chi phí, kSPK, được định nghĩa:

Định nghĩa 2.9 (kSPK). Cho k loại cảm biến cho các phép đo các hiện tượng
khác nhau và một tập hợp V gồm n vị trí, mỗi vị trí chỉ được gán cho một cảm
biến. Giả sử rằng mỗi vị trí e có chi phí c(e) > 0 cho mỗi loại cảm biến i. Với
ngân sách B > 0, bài toán nhằm mục đích xác định vị trí các cảm biến này để tối
đa hóa thông tin thu được với tổng chi phí nhiều nhất là B.

Đặt X i
e là một biến ngẫu nhiên đại diện cho quan sát được thu thập từ cảm

biến loại i và thông tin thu được của s là

f(s) = H(∪e∈supp(s){X i
e}).
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Trong đó, H là một hàm Entropy [109].

2.7.2. Thực nghiệm cho trường hợp hàm mục tiêu đơn điệu

Để đánh giá các thuật toán được đề xuất, phần thực nghiệm so sánh hiệu suất
giữa các thuật toán trình bày ở trên với các thuật toán tiên tiến hiện nay cho bài
toán kSMK được liệt kê bên dưới:

- Greedy: Thuật toán tham lam cho tỉ lệ (1/2 − 1/(2e)) trong O(n4k3) thời
gian được đề xuất trong [134].

- DS1: Thuật toán luồng tất định của [115] đã trả về tỉ lệ xấp xỉ là 1/4− ϵ, cần
1 lần quét và O(kn log(n)/ϵ) truy vấn.

- RS: Một thuật toán luồng khác trong [115] trả lại tỉ lệ xấp xỉ là k/(4k−1)−ϵ

theo kỳ vọng, trong 1 lần quét và O(kn log(n)/ϵ) truy vấn.

2.7.2.1. Thiết lập cho thực nghiệm

a) Bộ dữ liệu

Thực nghiệm thu thập ba phép đo chính: giá trị ước lượng của hàm mục tiêu,
số lượng truy vấn và thời gian chạy.

Tập dữ liệu được sử dụng là các tập phổ biến trong các công bố về tối ưu hàm
submodular [115, 106, 105, 106] để minh họa hiệu suất của các thuật toán được
so sánh (Bảng 2.5). Các dữ liệu Facebook, Hept, Enron được sử dụng cho 2 ứng
dụng là kIMK và kCMK. Các dữ liệu được tổ chức dưới dạng đồ thị với các đỉnh
được đánh số, các cạnh biểu thị liên kết giữa các đỉnh. Chẳng hạn Facebook [93]
là một đồ thị con của dữ liệu người dùng Facebook, một cạnh biểu thị tương tác
giữa hai người dùng, loại đồ thị là có hướng.

Intel Lab sensors [15] và DF-AMS-WSN [72] là 2 bộ dữ liệu cảm biến được
dùng cho ứng dụng kSPK, trong đó các phần tử là các cảm biến được đánh số tăng
dần. Dữ liệu cảm biến Intel Lab [15] được thu thập từ 2.3 triệu bản ghi đọc được
của hệ thống dự báo thời tiết Mica2dot gồm về nhiệt độ, hơi nước, ánh sáng và
điện thế. DF-AMS WSN [72] là bộ dữ liệu được thu thập từ đầu ra của phần mềm
mô phỏng NS-2 một hệ thống mạng cảm biến không dây, thu thập các thông số về
nhiệt độ, hơi nước, tốc độ gió, và năng lượng tiêu thụ. Dữ liệu đã được tiền xử lý
để loại bỏ các trường dữ liệu bị mất và phù hợp với phần đọc dữ liệu đầu vào của
thực nghiệm. Do vậy, khác với các tập dữ liệu Facebook, Hept và Enron, các tập
dữ liệu cảm biến không có thông tin cạnh (Bảng 2.5).

Kết quả của các thuật toán thông qua ba phép đo trên được biểu thị thông qua
các hình vẽ được đánh số dưới đây, trong đó các thuật ngữ Fig, K và M lần lượt là

1Bài toán kSMK là trường hợp đặc biệt của tối đa k-submodular dưới ràng buộc chi phí [115] với β = 1.
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viết tắt của thuật ngữ Hình, hàng nghìn và hàng triệu.

Bảng 2.5: Tập dữ liệu

Tập dữ liệu Số đỉnh Số cạnh Loại Trường hợp
Facebook [93] 4039 88234 Có hướng kIMK, kCMK
Hept [32] 15233 58894 Có hướng kIMK, kCMK
Enron [77] 36692 367662 Có hướng kIMK, kCMK
Intel Lab sensors[15] 56 Không có - kSPK
DF-AMS WSN[72] 100 Không có - kSPK

Các thực nghiệm được chạy trên hệ điều hành Linux với cấu hình 2× Intel(R)
Xeon(R) CPU E5-2697 v4 @ 2.30GHz và 4 × 16 GB DIMM ECC DDR4 @
2400MHz.

b) Các thiết lập thông số

Trong phần thực nghiệm, các tham số k, ϵ, B, chi phí từng đỉnh, các tham số
của ứng dụng cần dùng... được thiết lập đối với các thuật toán là như nhau. Thiết
lập này để đảm bảo tính công bằng giữa các thuật toán.

1. Đối với kIMK và kCMK. Trong thử nghiệm, 2 bài toán trên đã chạy trên ba
cơ sở dữ liệu khác nhau: Facebook, Hept và Enron, những cơ sở dữ liệu phổ biến
trong các bài toán lan truyền thông tin [105, 71, 115] và thiết lập mô hình như
trong nghiên cứu của [106] để sử dụng cách tính toán hàm mục tiêu do các tác giả
cung cấp.

Vì tính toán σ(·) là #P-khó [33], chúng ta sử dụng phương pháp lấy mẫu trong
[106, 16] để có một ước lượng σ̂(·) với một tỉ lệ xấp xỉ là (λ, δ):

Pr[(1 + λ)σ(s) ≥ σ̂(s) ≥ (1− λ)σ(s)] ≥ 1− δ. (2.84)

Trong thử nghiệm, các tham số được thiết lập như sau: λ = 0.8, δ = 0.2, k = 3

và ϵ = 0.1 như trong [106]. Hàm ước lượng γ̂(·) của γ(·) được tính toán thông qua
các biểu thức ( 2.83) và (2.84). Các mốc ngân sách B của kIMK, kCMK được thiết
lập với một vài mốc từ 0.5K đến 2K, minh họa thực tế rằng chi phí để tác động
đến k chủ đề thông qua các mạng cỡ lớn như mạng xã hội, không phải là một con
số nhỏ. Chi phí cho từng phần tử gán theo mô hình LT [115] chuẩn. Theo đó, giá
trị chi phí từ 1 đến 10 với Facebook và từ 1 đến 50 với Hept và Enron.

Theo các phân tích của [143, 116], bài toán kCMK là một biến thể của kIMK.
Xác suất cạnh của mỗi cạnh (u, v) ∈ E có vec-tơ xác suất là (1/k, . . . , 1/k) giống
như thiết lập của Qian [116]. Bên cạnh đó, ta sẽ giữ nguyên các thiết lập cho cả
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kIMK và kCMK vì khi chạy các bài toán này, sử dụng chung số lần lấy mẫu trong
cùng một lần thực nghiệm. Các kết quả của kIMK và kCMK được thu thập gồm
các giá trị hàm mục tiêu σ̂, γ̂, thời gian chạy và số lượng truy vấn được đo bằng
cách đếm số lần gọi hàm mục tiêu.

2. Đối với kSPK. Ta sử dụng 2 tập dữ liệu Intel Lab [15] và DF-AMS WSN [72]
để minh họa bài toán kSPK.

Thiết lập các tham số và phương pháp tính toán hàm mục tiêu được thực hiện
tương tự nghiên cứu [106] để sử dụng phương pháp tính toán hàm mục tiêu của
các tác giả.

Ngoài ra, thực nghiệm đặt k = 3, ϵ = 0.1, phạm vi chi phí các đỉnh là từ 1 đến
10 như trong thử nghiệm của kIMK, nhưng các giá trị của B gồm một số mốc từ
10 đến 50. Thiết lập này là do số lượng cảm biến và để có sự tương đồng giữa các
thuật toán. Đối với ứng dụng này, thời gian, giá trị hàm mục tiêu, và số lượng truy
vấn cũng được đưa ra. Trong đó, số lượng truy vấn cũng là đếm số lời gọi hàm
mục tiêu.

2.7.2.2. Nhận xét kết quả thực nghiệm

Để cung cấp một thử nghiệm toàn diện, các thuật toán trên đã được chạy độc
lập nhiều lần và thu thập kết quả về giá trị hàm mục tiêu, số lượng truy vấn và thời
gian chạy theo các mốc B. Đối với mỗi cột mốc, các giá trị trung bình đã được tính
toán. Bảng 2.6 minh hoạ một trường hợp, thu thập các kết quả khi chạy ứng dụng
kIMK và kCMK trên bộ dữ liệu Enron với hàm mục tiêu là các hàm đơn điệu. Cụ
thể hơn, Hình (2.1)-(2.3) minh họa kết quả trên các bộ dữ liệu đã mô tả ở trên cho
ba trường hợp kIMK, kCMK và kSPK.

Thực nghiệm thể hiện sự “đánh đổi” giữa chất lượng giải pháp và số lượng
truy vấn của thuật toán với các giá trị khác nhau của ngân sách B. Trong các trường
hợp này, xu hướng chung IFA+ cho kết quả tốt nhất, theo sau là nhóm các thuật
toán IFA, DS và RS, còn FA thì cho kết quả dao động. Greedy là thuật toán cho
lượng truy vấn tốn kém nhất, thời gian chạy lâu nhất và thực nghiệm phải ràng
buộc thời gian buộc phải dừng thuật toán Greedy. Sự “đánh đổi” thể hiện ở chỗ,
để tăng cường chất lượng lời giải, IFA+ đã phải tốn thêm truy vấn so với IFA và
FA, tuy nhiên số lượng truy vấn bỏ ra là chấp nhận được nên thời gian chạy vẫn
đảm bảo.

Điển hình, có những thực nghiệm IFA+ và IFA cho chất lượng lời giải cao
hơn 1.5 lần so với DS và RS trong khi số lượng truy vấn có thể thấp hơn tới 20 lần
so với 2 thuật toán này. Đặc biệt, so với thuật toán Greedy, các thuật toán tiết kiệm
vài trăm lần số truy vấn mà vẫn đảm bảo chất lượng.
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Thuật toán Ngân sách B Hàm ảnh hưởng σ(·) Hàm phủ γ(·) Số truy vấn Thời gian (s)
FA

0.5K 3926.04 21524.90 146769 62844.90
0.7K 3889.35 23570.80 146769 62707.20
1K 5237.78 25684.00 146769 62537.00
1.2K 4458.08 26696.10 146769 62619.70
1.5K 4797.48 27869.40 146769 62695.80
2K 3201.38 29695.90 146769 63130.90

IFA

0.5K 4237.93 23536.20 1027377 4404160.00
0.7K 3962.74 25353.10 1027377 444790.00
1K 5503.80 27513.50 1027377 453721.00
1.2K 4742.44 28764.50 1027377 451752.00
1.5K 4393.87 30001.50 1027377 449386.00
2K 5531.32 31557.90 1027377 447500.00

IFA+
0.5K 4157.21 25669.00 2220113 1020905.55
0.7K 4370.86 28031.80 3247370 1451624.34
1K 5403.75 30373.9 3496834 1562630.05
1.2K 5237.63 31828.90 2758080 1260321.25
1.5K 5422.81 33249.20 3393604 1531813.80
2K 5692.27 35380.80 3572544 5395415.93

DS
0.5K 3265.59 19318.40 1462221 687488.00
0.7K 2816.11 21618.10 1737756 803329.00
1K 2981.22 23729.10 1164306 858652.00
1.2K 3384.84 24380.20 1857588 844945.00
1.5K 3256.41 25340.50 19237297 894806.00
2K 3522.43 28394.40 2015664 936511.00

RS
0.5K 3586.64 22973.40 2523867 1169420.00
0.7K 3338.97 25541.70 3370704 1583520.01
1K 3421.53 28232.70 3645741 1720209.99
1.2K 3228.90 29098.50 4206699 2029769.99
1.5K 3256.41 29954.40 1923729 2138868.05
2K 4026.95 31273.00 4696509 2253830.00

Greedy
0.5K 1183.32 16317.61 5011576 2584789.99
0.7K 1210.84 16317.61 5014462 2584780.01
1K 1201.66 16317.61 5038819 2587930.01
1.2K 1201.66 16317.61 5037405 2587940.00
1.5K 1357.60 16317.61 5070441 2588510.00
2K 1201.66 16317.61 5075261 2588420.00

Bảng 2.6: Các kết quả thu thập được từ các thuật toán cho ứng dụng kIMK và
kCMK trên bộ dữ liệu Enron, trường hợp đơn điệu.
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Các phân tích cụ thể được chỉ ra trên từng ứng dụng như sau:
1. Đối với kIMK và kCMK. Các đường vẽ thuật toán Greedy của [134] không

phải là kết quả cuối cùng vì mất quá nhiều thời gian để hoàn thành việc chạy thuật
toán này. Để thực nghiệm phù hợp với cấu hình hệ thống, tác giả phải giới hạn
thời gian xử lý Greedy tùy theo từng bộ dữ liệu, trong đó 4K nút của Facebook
chạy trong vòng 12 giờ, 15K nút của Hept chạy trong vòng 2 ngày và 36K nút của
Enron đã làm việc trong 4 ngày.

Hình 2.1 thể hiện chất lượng của thuật toán thông qua giá trị của các hàm mục
tiêu σ(·) và γ(·). Đường vẽ của Greedy chỉ hiển thị ước tính của σ(·) và γ(·) trong
thời gian bị giới hạn. Trong phần còn lại, IFA+ luôn mang lại kết quả tốt nhất,
tiếp theo là IFA, DS và RS. Giá trị của FA dao động vì các đường của FA đánh
dấu điểm thấp nhất trong một số trường hợp và tốt hơn trong các trường hợp khác.

Trong Hình 2.1, khoảng cách giữa FA, IFA, IFA+, DS và RS trở nên lớn hơn
khi B ≥ 1.5K. Và khi B và n (kích thước của V ) tăng lên, hiệu suất của IFA+ và
IFA có vẻ tốt hơn. Chẳng hạn, ở mức B = 2K, với Hept (n ≈ 15K nút) IFA+
và IFA cao hơn khoảng 1.5 lần tương ứng so với DS và RS, trong khi với Enron
(n ≈ 36K nút), IFA+ và IFA cao hơn khoảng 1.25 lần so với cả DS và RS. Đặc
biệt, IFA+ và IFA cho thấy kết quả vượt trội trong mạng Enron.

Đối với kCMK, kết quả các trường hợp (Hình 2.1 d, e, và f) có xu hướng giống
như của kIMK (Hình 2.1 a, b, và c). Có thể thấy rằng hiệu suất về chất lượng giải
pháp của IFA+ luôn cao hơn các phương pháp khác. FA, IFA và DS dường như
không khác nhau lắm, trong khi RS có chút dao động.

Nói chung, kết quả sẽ phân cụm thuật toán thành ba nhóm từ trên xuống dưới:
IFA+-DS, IFA-FA-RS và Greedy. Chúng ta có thể thấy khoảng cách giữa các
thuật toán trong mỗi nhóm khi B tăng từ 0.7K lên 1.5K là tương đối nhỏ và tách
biệt khi B tăng hơn 1.5K. Các đường này cũng dao động theo từng mốc B, tuy
nhiên ta có thể nhận thấy xu hướng chung là IFA+, IFA, DS và RS sẽ tăng lên
trong khi các giá trị FA dường như không thể đoán trước.

Những kết quả này phản ánh sự đảm bảo về mặt lý thuyết khi tỉ lệ xấp xỉ của
IFA+ tốt hơn các tỉ lệ khác, FA là thấp nhất và vai trò của FA chỉ là giới hạn
phạm vi của giá trị tối ưu.

Thứ hai, Hình 2.2 hiển thị số lượng truy vấn được gọi và thời gian cần thiết
để chạy các thuật toán này. Như đã đề cập, tác giả đã chạy kIMK và kCMK trong
cùng một thử nghiệm. Do đó, kết quả của các truy vấn và thời gian chạy thuộc về
cả kIMK và kCMK.

Thuật toán Greedy chiếm số lượng truy vấn nhiều nhất trong thử nghiệm này.
Mặc dù Greedy được xử lý trong thời gian giới hạn, nhưng nó vẫn tiêu tốn gần
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Hình 2.1: Chất lượng lời giải của các thuật toán trong kIMK (Hình a, b và c) và
kCMK (Hình d, e và f).
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Hình 2.2: Số lượng truy vấn (a, b, và c) và thời gian chạy (d, e và f) của các thuật
toán trên kIMK và kCMK.
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1M -5M truy vấn, cao hơn nhiều các truy vấn khác. Bây giờ ta tập trung vào kết
quả của phần còn lại.

FA cho thấy một lợi thế so với những thuật toán khác về độ phức tạp truy vấn,
nó thấp hơn hẳn từ vài đến hàng chục lần so với các loại còn lại. Tuy nhiên, như
trên, nó cho chất lượng lời giải thấp. Phân tích kĩ hơn, RS cao hơn khoảng 15-20
lần và 4-5 lần, trong khi DS cao hơn khoảng 7 − 10 lần và 1.5 lần lần lượt so với
FA và IFA. Bên cạnh đó, số lượng truy vấn của IFA+ luôn cao hơn DS và thấp
hơn RS. Đáng chú ý, các đường của IFA+, IFA và FA tất định và đi thẳng qua
các mốc B. Nhìn chung, số lượng truy vấn của RS là cao nhất, tiếp theo là IFA+
và DS cao hơn một chút so với phần còn lại. Như vậy, số lượng truy vấn của các
thuật toán trong luận án cho kết quả tốt hơn các thuật toán khác. Lý giải sự tốt hơn
thể hiện ở chỗ, nó vừa đảm bảo chất lượng lời giải, vừa đảm bảo không lớn quá
cách biệt với các thuật toán DS và RS là các thuật toán tiên tiến. Bên cạnh đó, các
đường truy vấn gần như là nằm ngang, nên các thuật toán này đều có xu hướng ổn
định với mọi V và B.

Vì độ phức tạp của truy vấn ảnh hưởng trực tiếp đến thời gian chạy, nên xu
hướng của biểu đồ thời gian tương đồng với xu hướng của biểu đồ truy vấn trong
đó đường FA được vẽ thường thấp nhất. Nó cho thấy thời gian chạy của FA nhanh
hơn vài lần đến hàng chục lần so với những thuật toán khác. IFA chạy nhanh hơn
đáng kể so với DS và RS, trong khi Greedy chạy chậm nhất. IFA+ nhanh hơn RS
nhưng chậm hơn DS.

Từ các số liệu trên, có thể thấy sự đánh đổi giữa chất lượng giải pháp của các
thuật toán được đề xuất và độ phức tạp của truy vấn. FA cố gắng nhắm đến giá trị
gần tối ưu bằng cách chia tập cơ sở thành hai tập con theo giá trị chi phí của các
phần tử và giảm độ phức tạp của truy vấn bằng điều kiện lọc của Thuật toán 2. Do
đó, độ phức tạp của truy vấn giảm đáng kể. Tuy nhiên, hiệu suất của FA về chất
lượng giải pháp không cao. IFA và IFA+ nâng cao FA bằng cách sử dụng FA

làm đầu vào và ngưỡng tham lam giảm dần. Do đó, giá trị hàm mục tiêu của IFA

tốt hơn FA trong khi số lượng truy vấn cao hơn một chút nhưng vẫn là tất định.
IFA+ xây dựng lại giải pháp trong giai đoạn thứ hai để nâng cấp hiệu suất. Nó dẫn
đến giá trị mục tiêu tăng lên, nhưng số lượng truy vấn cũng tăng lên. Hơn nữa, khi
tập hợp cơ sở và giá trị B tăng lên, chất lượng giải pháp sẽ cải thiện trong khi thời
gian chạy và độ phức tạp của truy vấn là tuyến tính. Điều này cực kỳ quan trọng
khi làm việc với dữ liệu lớn.

Bên cạnh đó, sự khác biệt về chất lượng giữa thuật toán của luận án và thuật
toán trong [115] là do cách xây dựng thuật toán. DS và RS tập trung vào việc tìm
kiếm nhiều giải pháp khả thi hơn FA và IFA; do đó, họ có nhiều cơ hội hơn để
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tìm ra giải pháp tốt hơn. Trong IFA+, việc chọn lại một phần nhỏ các phần tử
trong giải pháp và thay thế nó bằng các phần tử tốt hơn trong tập hợp V sẽ tăng
hiệu suất với một chút chi phí truy vấn cao hơn. Do đó, khi dữ liệu đầu vào tăng
lên, các thuật toán của luận án vượt qua các thuật toán khác, cả về chất lượng giải
pháp và số lượng truy vấn.

Ngoài ra, từ các số liệu trên, thử nghiệm cho thấy các thuật toán của tác giả vượt
trội hơn Greedy vài chục lần về số lượng truy vấn và thời gian chạy. Điều này phản
ánh chính xác lý thuyết đảm bảo rằng độ phức tạp truy vấn của các thuật toán được
đề xuất là O(kn) trong khi độ phức tạp của thuật toán Greedy là O(n4k3).

2. Đối với kSPK. Kết quả được thể hiện ở Hình 2.3. Đầu tiên, liên quan đến
hàm mục tiêu của kSPK, đó là một ước lượng của hàm Entropy. Bên cạnh đó, số
lượng nút cảm biến trong trường hợp này là ít. Do đó sự phân biệt giữa các giá trị
hàm mục tiêu của các thuật toán thực nghiệm là không lớn.

Tuy nhiên, chúng ta có thể thấy kết quả của IFA+, RS, và Greedy tốt hơn các
kết quả khác. Đặc biệt, đường IFA+ luôn nằm trên các đường khác khi B ≤ 40.
FA và IFA trùng nhau, trong khi kết quả DS dao động nhẹ. Nhìn chung, xu hướng
chung của các đường là tăng.

Thứ hai, khoảng cách giữa đường Greedy và các đường khác trong Hình 2.3(c)-
(f) là rất lớn. Trong khi Greedy cần hàng triệu truy vấn để đưa ra giải pháp cuối
cùng, các thuật toán còn lại chỉ sử dụng khoảng 150 truy vấn. Tương tự như vậy,
thời gian chạy của Greedy cũng gấp hàng nghìn lần những cái khác. Hơn nữa, các
đường truy vấn và đường thời gian của các thuật toán trên gần như nằm ngang so
với các mốc của B. Mặt khác, số lượng truy vấn và thời gian của FA là nhỏ nhất
và có một chút khác biệt giữa IFA, IFA+, DS và RS. Kết quả này minh họa độ
phức tạp truy vấn của các thuật toán của tác giả được tốt hơn các thuật toán khác.

Tóm lại, từ ba ứng dụng kIMK, kCMK và kSPK, các thuật toán được đề xuất
trong luận án được thực nghiệm là hoạt động tốt hơn hoặc có hiệu quả tương đương
với các thuật toán hiện đại nhất.

2.7.3. Thực nghiệm cho trường hợp hàm mục tiêu không đơn điệu

2.7.3.1. Thiết lập cho thực nghiệm

Để thực nghiệm cho trường hợp kSMK không đơn điệu, luận án tiến hành so
sánh thuật toán LAA và RLA với 2 thuật toán DS, RS [115] với 3 tập dữ liệu
là Facebook [93], Hept [32] và Enron [77] cho bài toán kIMK. Các cấu hình, các
thiết lập tham số k = 3, λ = 0.8, δ = 0.2, ϵ = 0.1 giống như phần thực nghiệm với
kIMK đơn điệu. Chi phí các đỉnh lấy ngẫu nhiên từ 1 đến 50, các mốc B chạy từ
0.5K đến 2K đối với tất cả các bộ dữ liệu. Các thuật toán so sánh được nêu trong
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Hình 2.3: Hiệu quả của các thuật toán thông qua bài toán kSPK: (a), (b) Thông tin
thu được; (c), (d) số lượng truy vấn; (e), (f) thời gian chạy.

Bảng 2.4. Cũng như trường hợp với hàm mục tiêu đơn điệu, các tham số được thiết
lập là đồng nhất, công bằng cho tất cả các thuật toán được so sánh.

Phần thực nghiệm được tiến hành đo để lấy các giá trị của hàm mục tiêu, số
lượng câu truy vấn và thời gian chạy. Vì số lượng truy vấn gọi hàm mục tiêu chiếm
phần lớn thời gian chạy của các thuật toán, nên xu hướng của các đường truy vấn
sẽ đại diện cho thời gian chạy của các thuật toán. Bảng 2.7 minh họa kết quả đo
được khi chạy các thuật toán với bộ dữ liệu Enron.

Các kết quả thực nghiệm đối với hàm mục tiêu và số truy vấn được trình bày
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Thuật toán Ngân sách B Hàm ảnh hưởng σ(·) Số truy vấn Thời gian (s)
LAA

0.5K 6472.01 220153 3553.38
1K 9171.1 220153 3584.29
1.5K 6472.01 220153 3575.74
2K 6472.01 220153 3582.33

RLA

0.5K 8448.371 2773138 44443.9
1K 12251.3 2989093 48239.1
1.5K 14564.8 3202633 52022.8
2K 15700 3105268 50774.6

RS
0.5K 7404.96 2816222 48111.4
1K 11618.5 3091001 51221.4
1.5K 13084.3 3400023 52920.8
2K 13377.9 3405291 53228.1

DS
0.5K 6638.04 2173562 39549.3
1K 10951.1 3091001 51221.4
1.5K 13084.3 2315041 42240.9
2K 16009.4 2951691 47779.2

Bảng 2.7: Kết quả chạy các thuật toán cho ứng dụng kIMK trên bộ dữ liệu Enron,
trường hợp không đơn điệu.

trong các Hình 2.4 - 2.6 .

2.7.3.2. Nhận xét kết quả thực nghiệm

Các kết quả thực nghiệm cho thấy, các thuật toán của luận án cho chất lượng
lời giải tương đương với DS và RS với số lượng truy vấn có thể tương đương, hoặc
cao hơn một chút so với DS nhưng thấp hơn vài lần so với RS.

Đầu tiên, Hình 2.4(a)-2.6(a) thể hiện hiệu suất của thuật toán thông qua các
giá trị của σ(·). Đối với Facebook, RLA tương đương với DS, theo sau là RS,
trong khi đường của LAA chạm điểm thấp nhất. Trong các hình này khoảng cách
giữa các đường RLA, DS, RS so với LAA trở nên lớn hơn khi B ≥ 1K. Đối với
Hept và Enron, đường RLA luôn nằm trên các đường còn lại, theo sau lần lượt
là RS, DS và thấp nhất là LAA. Khi B ≥ 1.5K, đường DS đã tăng hơn so với
RS và còn có thể tiến tới xấp xỉ RLA. Điều này phản ánh đúng về lý thuyết khi
RLA và DS có tỉ lệ xấp xỉ là tương đương nhau. Tuy nhiên, xu hướng chung giá
trị hàm mục tiêu của RLA vẫn là tốt nhất. Điều này cho thấy chất lượng lời giải
của RLA vượt trội hơn các thuật toán còn lại, điều này càng trở nên có ý nghĩa
hơn khi n tăng, B tăng.

Thứ hai, Hình 2.4(b)-2.6(b) hiển thị số lượng truy vấn được gọi để chạy các
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Hình 2.4: Các kết quả cho kIMK, trường hợp không đơn điệu trên dữ liệu Facebook:
(a) Giá trị hàm mục tiêu, (b) Số lượng truy vấn.

thuật toán này. LAA tốn ít truy vấn nhất. Đối với Facebook và Hept, nó thấp hơn
khoảng 8-25 lần, đối với Enron, nó thấp hơn khoảng 6-10 lần so với các thuật toán
còn lại. Bên cạnh đó, đối với Facebook và Enron, số lượng truy vấn của RLA

tương đương với DS và thấp hơn RS khoảng 3 lần đối với bộ dữ liệu nhỏ hơn là
Facebook. Riêng với Hept, số truy vấn của nhóm RLA - DS - RS đang có sự phân
hóa khi RS cao nhất, sau đó đến RLA va cuối cùng là DS. Tuy nhiên, có thể thấy
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Hình 2.5: Các kết quả cho kIMK, trường hợp không đơn điệu trên dữ liệu Hept: (a)
Giá trị hàm mục tiêu, (b) Số lượng truy vấn.

RLA đang có xu hướng tiến về gần DS. Một điều cần nhấn mạnh là xu hướng
chung của các thuật toán này là nó giữ sự ổn định, đặc biệt là với LAA, RLA và
DS. Vì đây là các thuật toán tất định. Thêm vào đó, khi n, B tăng lên, các thuật
toán của luận án vẫn cho chất lượng lời giải vượt trội mà số lượng truy vấn nói
chung là tốt tương đương với các thuật toán hiện nay.

Có thể thấy DS luôn giữ lượng truy vấn tốt so với các thuật toán còn lại đối
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Hình 2.6: Các kết quả cho kIMK, trường hợp không đơn điệu trên dữ liệu Enron:
(a) Giá trị hàm mục tiêu, (b) Số lượng truy vấn.

với mọi tập dữ liệu. Điểm mạnh của RLA là nó vẫn bám sát được DS, trong khi
đó chất lượng lời giải lại luôn luôn tốt. Thậm chí khi n tăng (Hept, Enron), thuật
toán này cho chất lượng tốt nhất. Sự đánh đổi thể hiện ở đây là RLA đã chấp nhận
mất thêm một lượng truy vấn, nhưng vẫn đảm bảo độ phức tạp là gần tuyến tính
(qua chứng minh lý thuyết và qua các đường ổn định trong thực nghiệm) nhưng
chất lượng lời giải đảm bảo tốt nhất.
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Về mặt lý thuyết, chất lượng lời giải của RLA và DS là tương đương nhưng
số truy vấn được giảm hơn. Phần thực nghiệm được thực hiện không phải trong
điều kiện lý tưởng khi các thuật toán do hệ thống phải chia sẻ tài nguyên. Tuy
nhiên, thực nghiệm đã chỉ ra được sự tiệm cận giữa thực tiễn và lý thuyết; cho thấy
sự cân bằng, đánh đối giữa tỉ lệ xấp xỉ và độ phức tạp truy vấn của các thuật toán.
Ngoài ra, phần này cũng khẳng định thời gian chạy, độ phức tạp truy vấn của các
thuật toán là tất định và tuyến tính. Điều này là rất quan trọng để các thuật toán
nêu trong luận án có thể giải bài toán kSMK với dữ liệu có kích thước lớn.

2.8. Kết luận chương

Luận án đã trình bày các nghiên cứu với kSMK và đề xuất các thuật toán giải
với trường hợp hàm mục tiêu đơn điệu và không đơn điệu. Đối với hàm mục tiêu
đơn điệu, luận án đóng góp 03 thuật toán xấp xỉ, trong đó IFA+ cho tỉ lệ xấp xỉ
lên tới 1/3 − ϵ với độ phức tạp tuyến tính, tốt hơn thuật toán xấp xỉ tốt nhất hiện
nay. Đối với hàm mục tiêu không đơn điệu, tác giả đề xuất thuật toán xấp xỉ RLA

cho tỉ lệ đạt 1/5 − ϵ, tương đương với thuật toán xấp xỉ tốt nhất hiện nay, nhưng
giảm được số lượng truy vấn. Phần thực nghiệm so sánh giữa các thuật toán cho
thấy sự tiệm cận về lý thuyết với thực tiễn, củng cố kết luận các thuật toán do luận
án đóng góp cải tiến đáng kể các đảm bảo lý thuyết.

Các nghiên cứu góp phần thúc đẩy cải tiến thuật toán tham lam bằng phương
pháp ngưỡng tham lam áp dụng cho các bài toán tối ưu hàm submodular khác. Các
kết quả nghiên cứu của luận án đã được công nhận tại các bài báo:

1. Fast Streaming Algorithms for k-Submodular Maximization under a Knap-
sack Constraint, IEEE 9th International Conference on Data Science and Ad-
vanced Analytics (DSAA), 2022 (ISI/RANK A);

2. Improved Approximation Algorithms for k-Submodular Maximization under
a Knapsack Constraint, Computers & Operations Research, 2023 (ISI/Q1).

3. Robust Approximation Algorithms for Non-monotone k-Submodular Maxi-
mization under a Knapsack Constraint, the 15th IEEE International Conference
on Knowledge and Systems Engineering (KSE 2023).
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CHƯƠNG 3
BÀI TOÁN TỐI ĐA HÀM SUBMODULAR ĐƠN ĐIỆU VỚI RÀNG BUỘC

CHI PHÍ CÓ NHIỄU

Ở chương trước, luận án đã tiếp cận hướng nghiên cứu mở rộng hàm mục tiêu
từ submodular sang k-submodular với nhiều ý nghĩa lý thuyết và thực tiễn. Ta có
thể thấy bài toán tối ưu tổ hợp hàm dạng submodular và k-submodular rất có giá
trị khi ứng dụng trong học máy và trí tuệ nhân tạo khi ứng dụng được trong nhiều
lĩnh vực như tối đa ảnh hưởng, đặt cảm biến, tối ưu tài nguyên... Tuy nhiên khi
nghiên cứu về các bài toán này, rất ít tác giả đặt vấn đề ước lượng hàm mục tiêu
bị chi phối bởi nhiễu. Trong khi đó, vấn đề với nhiễu là một vấn đề thường gặp và
tiêu tốn rất nhiều chi phí để xử lý nó.

Đặt vấn đề nghiên cứu với nhiễu, luận án giải bài toán tối đa hàm submodular
với ràng buộc chi phí có nhiễu (Submodular Maximization subject to a Knapsack
constraint under Noises - SMKN). Đây là một bài toán mới, hiện chưa có nghiên
cứu nào giải quyết bài toán này. Thêm vào đó, độ khó của bài toán NP-khó và ràng
buộc chi phí làm cho bài toán có tính thách thức hơn.

Ở chương này, luận án đã đề xuất hai thuật toán xấp xỉ là GUN, một phiên
bản của thuật toán tham lam và NS là thuật toán luồng. Thuật toán luồng được
thiết kế nhằm cải tiến thuật toán tham lam về vấn đề thời gian chạy và bộ nhớ. Bên
cạnh đó, luận án cũng đưa ra các thực nghiệm đối với các thuật toán này.

3.1. Phát biểu bài toán, hàm mục tiêu và một số quy ước quan trọng

3.1.1. Phát biểu bài toán

Ràng buộc chi phí tạo ra một lớp các bài toán xuất phát từ thực tế cần giới
hạn về số lượng, thời gian, ngân sách... Ví dụ khi thực hiện lan truyền tiếp thị, một
công ty muốn lôi kéo người dùng đến mua hàng bằng cách tặng phiếu giảm giá
cho những người dùng trên mạng xã hội. Họ chọn tặng cho một số người có tầm
ảnh hưởng nhất định vì ngân sách là hữu hạn. Tương tự như vậy, khi muốn giám sát
chất lượng nước hay chất lượng không khí trong một không gian hay bề mặt thì số
lượng cảm biến cũng có giới hạn... Các bài toán như vậy đều có thể khái quát thành
bài toán tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí. Qua đó cho thấy, các bài
toán tối ưu có thêm ràng buộc chi phí sẽ đáp ứng được nhiều trường hợp thực tế.
Bài toán tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí (Submodular Maximization
subject to Knapsack constraint - SMK) có phát biểu như sau:

Định nghĩa 3.1 (Bài toán SMK). Cho tập cơ sở V , mỗi phần tử v ∈ V có một
chi phí không âm, c(v) ∈ R+ cần tiêu tốn để phần tử này hoạt động theo mục
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tiêu, gọi là chi phí để kích hoạt phần tử. Cho trước hàm f : 2V 7→ R+ là một
hàm submodular không âm. Cho B > 0 là ngân sách cho trước. Bài toán yêu cầu
cần tìm tập lời giải S sao cho maxS⊆V :c(S)≤B f(S), với hàm chi phí là một hàm
modular, tức là với mọi tập S, có c(S) =

∑
v∈S c(v).

Bài toán SMK đang được quan tâm nhiều hiện nay [62, 70, 131, 88]... Tuy
nhiên, các nghiên cứu thường bỏ qua một chi tiết là tính toán hàm f có thể rất phức
tạp. Ví dụ với bài toán tối đa ảnh hưởng [43], IM, việc tính toán hàm ảnh hưởng đã
được chứng minh là #P-khó [33, 29]. Thay vì tính toán chính xác hàm mục tiêu, nó
được ước lượng bằng cách mô phỏng lại quá trình lan truyền thông tin ngẫu nhiên,
tạo ra nhiễu (noise). Trong quá trình phân tích, chỉ một phần nhỏ của dữ liệu được
sử dụng để đánh giá, tạo ra tính toán nhiễu (evaluation noisy).

Trong một nghiên cứu khác về tối đa hàm k-submodular với ràng buộc kích
thước, Lan Nguyen [106] cũng chỉ ra hàm mục tiêu được định nghĩa với một tập cơ
sở mà ta chưa rõ phân phối và ta chỉ có thể quan sát hoặc tìm được một hàm nhỏ các
hàm tính được từ phân phối đó. Vì vậy, thay vì tính toán một cách chính xác hàm
f , ta phải ước lượng F của f . F này được gọi là ước lượng xấp xỉ (approximate
oracle) hay ước lượng nhiễu ước lượng nhiễu (noise oracle) ϵ của hàm mục tiêu.

Luận án đặt vấn đề xem xét bài toán SMK dưới sự tác động của nhiễu được
mô hình hoá thành bài toán SMKN. Hai loại nhiễu được xem xét là nhiễu cộng
(additive noise) và nhiễu nhân (multiplicative noise). Bài toán này có định nghĩa
như sau:

Định nghĩa 3.2 (Bài toán SMKN). Bài toán SMK có nhiễu tồn tại một hàm F là
ước lượng nhiễu của hàm mục tiêu f submodular đơn điệu. Gọi ϵ > 0 là tham số
nhiễu, hàm f dưới sự ảnh hưởng của nhiễu cộng hoặc nhiễu nhân được xấp xỉ theo
ước lượng như sau:

- Với nhiễu nhân ϵ [69, 117, 147]) có:

(1− ϵ)f(S) ≤ F (S) ≤ (1 + ϵ)f(S). (3.1)

- Với nhiễu cộng ϵ [40, 147]), có:

f(S)− ϵ ≤ F (S) ≤ f(S) + ϵ. (3.2)

3.1.2. Hàm mục tiêu và một số quy ước quan trọng

Để thuận tiện trong việc đưa ra các phát biểu tính chất hàm mục tiêu, xây
dựng các thuật toán và phân tích lý thuyết, Bảng 3.1 tóm tắt các ký hiệu thường
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dùng khi giải bài toán này.

Ký hiệu Mô tả
V Tập cơ sở V = {e1, e2, .., en}
n Kích cỡ của tập V

c(e) Chi phí của một đỉnh e ∈ V bất kỳ
S Tập các phần tử
B Ngân sách cho trước, B ∈ Z+

∆(e|A) Lợi nhuận biên (marginal gain) khi thêm một phần tử e vào tập S

f(A+ e) Cách viết tắt của f(A ∪ {e})
S∗, opt S∗ là lời giải tối ưu, opt = f(S∗)

γ γ ∈ (0, 1) là một tham số chính xác cho trước của thuật toán
ϵ ϵ ∈ (0, 1) là tham số nhiễu cho trước của thuật toán
m m = maxe∈V f(e) là giá trị lớn nhất của một phần tử (maximal singleton value)

Bảng 3.1: Các ký hiệu thường dùng trong bài toán SMKN

Cụ thể, ta sử dụng ký hiệu ∆(e|A) là lợi nhuận biên. Ngoài ra, để đơn giản,
các phép toán tính hàm f(·) khi thêm 1 phần tử e vào trong một tập S nào đó, công
thức f(S ∪ {e}) được viết thành f(S + e). Như vậy lợi nhuận biên khi thêm một
phần tử e vào một tập A là: ∆(e|A) = f(A + e) − f(A). Trong chương này, để
giải quyết bài toán, ta cần sử dụng các tính chất của hàm mục tiêu như sau:

- Tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần tự nhiên của hàm submodular
Tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần tự nhiên của hàm mục tiêu phù hợp

với các phân tích cho hàm submodular rời rạc. Lý do là vì tính chất hiệu suất giảm
dần chỉ rõ được đóng góp lợi ích của một phần tử đối với một tập. Ngoài ra, nó còn
kết hợp được với tính chất đơn điệu để tìm ra các giới hạn khi phân tích giá trị của
một tập. Do vậy, nó phù hợp để thiết kế và phân tích các thuật toán.

Nhắc lại, tính chất này phát biểu rằng với các tập A ⊆ B ⊆ V , với mọi e /∈ B

ta có lợi nhuận biên khi thêm một phần tử vào một tập hợp thỏa mãn:

∆(e|A) = f(A+ e)− f(A) ≥ f(B + e)− f(B) = ∆(e|B). (3.3)

Như vậy, tính chất này thể hiện rằng lợi ích thu được khi thêm vào tập nhỏ
hơn ít nhất bằng lợi ích thu được khi thêm vào tập lớn hơn.

- Hàm đơn điệu tăng
Luận án giới hạn phạm vi giải bài toán SMKN với giả thiết hàm f là hàm đơn

điệu tăng. Tính chất đơn điệu tăng thoả mãn bất đẳng thức sau:

f(A) ≤ f(B) ∀A ⊆ B. ⊆ V (3.4)

Bên cạnh đó, trong tính toán, các thuật toán vẫn sử dụng giả thiết tồn tại một
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hộp đen để với mọi tập A, đều trả về giá trị của f(A). Nó gắn liền với bài toán
luôn giả sử đã cho hàm f(·). Thêm vào đó, hàm f được chuẩn hóa, f(∅) = 0, tức
là giá trị của tập rỗng là không có ý nghĩa đóng góp vào lời giải. Đồng thời, ta ký
hiệu S∗ là lời giải tối ưu, giá trị tối ưu là opt = f(S∗).

3.2. Các thách thức của bài toán

Với bài toán SMKN, đây là một bài toán mới, việc đề xuất các thuật toán xấp
xỉ hiệu quả nhằm giải quyết bài toán cần phải đối mặt với nhiều thách thức, có thể
kể đến như sau:

- Thách thức của ràng buộc chi phí. Với ràng buộc này các phần tử có chi phí
khác nhau, làm cho chi phí lời giải khác nhau với điều kiện không vượt quá B. Do
vậy, bài toán sẽ có nhiều lời giải dự tuyển khác nhau. Vì thế thời gian tính toán là
khó xác định.

- Thách thức về khả năng mở rộng của thuật toán. Với vấn đề dữ liệu lớn, không
gian tìm kiếm lời giải trở nên khổng lồ, rất cần các thuật toán xấp xỉ hiệu quả vừa
giảm dung lượng bộ nhớ lưu trữ, thời gian chạy vừa đảm bảo chất lượng lời giải.

- Thách thức khi xử lý bài toán SMK với nhiễu. Khi giải bài toán SMKN sẽ
gặp nhiều khó khăn hơn vì hàm F có thể không thừa kế lại các tính chất của hàm
f để có thể vận dụng lại các kết quả khi phân tích một thuật toán cho SMK. Thực
tế, một vài tác giả đã chỉ ra rằng F có thể không còn là đơn điệu hoặc không còn là
submodular trong nhiều tình huống [106, 147]. Thêm vào đó, sự khác nhau về mặt
bản chất giữa hàm f và F dẫn tới các hiệu quả không rõ ràng khi áp dụng trực tiếp
các thuật toán đã có với SMK cho SMKN. Cuối cùng, việc phân tích các đảm bảo
hay các giới hạn cho lời giải khi chỉ sử dụng ước lượng nhiễu cũng rất khó khăn.

- Thách thức về xây dựng ước lượng F của hàm mục tiêu phù hợp với từng bài
toán ứng dụng cụ thể. Hiện nay, mới có cách tính ước lượng F dựa trên lưới ảnh
hưởng ngược trung bình (average reachability sketch) đề xuất bởi Cohen và cộng
sự [36] cho bài toán lan truyền thông tin giải quyết ước lượng F có thể không còn
là submodular.

Tóm lại, chưa có tác giả nào đặt vấn đề nghiên cứu bài toán SMK với nhiễu
và đề xuất thuật toán khả thi để giải. Do vậy, luận án giải bài toán tối đa hàm
submodular với ràng buộc chi phí có nhiễu, SMKN, bằng các thuật toán xấp xỉ
hiệu quả. Các thách thức trên đây vừa là khó khăn vừa là động lực để luận án tiến
hành nghiên cứu bài toán SMKN theo các tiêu chí: giảm thời gian chạy của thuật
toán, giảm dung lượng lưu trữ cần cho các phần tử và cải thiện tỉ lệ xấp xỉ có thể
cạnh tranh được với các thuật toán tham lam.

Để có thể đề xuất các thuật toán hiệu quả giải bài toán này, việc tìm hiểu các
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kỹ thuật hiện nay là cấp thiết. Phần tiếp theo đề cập đến các nghiên cứu có liên
quan, bao gồm các nghiên cứu đối với bài toán SMK và các nghiên cứu áp dụng
mô hình nhiễu vào trong bài toán tối ưu hàm submodular.

3.3. Các vấn đề nghiên cứu có liên quan

Bài toán SMK cần tìm tập lời giải S với chi phí không vượt quá ngân sách
B tức là c(S) ≤ B. Như vậy, bài toán có thể cho rất nhiều lời giải cho chi phí
khác nhau và kích thước lời giải cũng khác nhau. Nemhauser và Wolsey [146]
khởi xướng nghiên cứu bài toán SMK và chỉ ra rằng bài toán này là NP-khó. Các
tác giả đề xuất một thuật toán tham lam xấp xỉ tuần tự chọn phần tử e nào chưa
được chọn từ tập cơ sở V có tỉ lệ ∆(e|S)/c(e) đạt giá trị lớn nhất. Các tác giả cũng
chỉ ra rằng khi lời giải của thuật toán tham lam đạt được chính xác ngân sách B,
thuật toán đảm bảo lời giải xấp xỉ (1−1/e) ≈ 63% lời giải tối ưu. Tuy nhiên, công
trình của Nemhauser và Wolsey không chỉ ra độ phức tạp tính toán là bao nhiêu.

Sau đó, các tác giả khác [131, 92] đề xuất các lời giải gần đạt tỉ lệ (1 −
1/e) nhưng các thuật toán mà họ đề xuất có độ phức tạp truy vấn lên tới O(n5).
Leskovec và cộng sự [92] giới thiệu một cách tiếp cận mới đạt được tỉ lệ xấp xỉ
(1 − 1/e) cho trường hợp chi phí đồng nhất, tức là mọi phần tử đều có chi phí là
như nhau, và tỉ lệ (e − 1)/2e trong trường hợp chi phí không đồng nhất, nhưng
thuật toán chạy nhanh hơn 700 lần so với tham lam đơn giản. Các tác giả khác
như [88, 28, 21, 48] đã cố gắng cải tiến tỉ lệ xấp xỉ nói trên thành (1 − 1/e + ϵ)

hoặc (1/e + ϵ), với ϵ > 0 gọi là hằng số chính xác, và cũng mở rộng bài toán cho
trường hợp tổng quát là hàm f có thể đơn điệu hoặc không. Tuy nhiên, các nghiên
cứu của họ phải xử lý trường hợp mở rộng hàm f thành hàm tuyến tính liên tục
phức tạp và vẫn cần lần lượt O(nc), O(n log2 n), O(n) và O(n log n) lời gọi hàm
f . Khi sử dụng phương pháp này, cách tính hàm f thường là phức tạp, cần nhiều
truy vấn có thể dẫn tới kết quả xấu tùy ý khó lường trước [8].

Nhằm cải tiến các thuật toán, giảm thời gian chạy, một số tác giả đã sử dụng
các phiên bản thuật toán luồng khác nhau [70, 67], các tác giả khác nghiên cứu
xây dựng các thuật toán song song [27, 11]. Ngoài ra, có một số tác giả xem xét
bài toán với hàm mục tiêu có thể không đơn điệu [7, 51, 49, 86]...

Với bài toán SMK đơn điệu, Sviridenko [131] đã đề xuất thuật toán tham lam
để giải. Sau đó Gupta và cộng sự [65] đã đề xuất thuật toán cải tiến dựa trên công
bố của Sviridenko, cho tỉ lệ xấp xỉ là α+1/2(1− 1/e) cho trường hợp chi phí các
đỉnh là 1, và tỉ lệ xấp xỉ là (1/4 + α) khi f là không đơn điệu. Tuy nhiên độ phức
tạp truy vấn trong thuật toán của họ là O(n4). Số lượng truy vấn này rất lớn, nên
khi tập V lớn, số lần gọi hàm f tăng làm ảnh hưởng tới tốc độ thuật toán rất nhiều.
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Gần đây, các tác giả như Amanatidis và cộng sự [1, 2], Han và cộng sự [67]
đã xây dựng các thuật toán luồng, thiết kế song song, ngưỡng tham lam giảm dần
để đạt được tỉ lệ xấp xỉ là tất định tốt nhất với lượng truy vấn và số vòng lặp tuần
tự chỉ còn là tuyến tính hoặc gần tuyến tính. Các công bố gần đây đưa rất nhiều
các phương pháp thiết kế khác nhau nhằm cải tiến giảm số lượng truy vấn, giảm
thời gian chạy bên cạnh việc cải thiện tỉ lệ xấp xỉ. Đặc biệt, xu hướng xây dựng
các thuật toán xấp xỉ cho tỉ lệ là hằng số đang được chú trọng.

Cụ thể, Amanatidis và cộng sự [1] đề xuất thuật toán song song lần đầu tiên
đạt được tỉ lệ xấp xỉ tất định là (1/5.83 − ϵ) với trường hợp hàm mục tiêu không
đơn điệu, cho độ phức tạp song song gần tối ưu là O(log n) và độ phức tạp truy
vấn là O(nϵ log

n
ϵ ). Đặc biệt, Han và cộng sự [67] đã thiết kế các thuật toán ngẫu

nhiên và luồng để giải bài toán SMK. Thuật toán ngẫu nhiên của họ cho tỉ lệ xấp
xỉ 1/4 và độ phức tạp truy vấn là O(kn), thuật toán ngẫu nhiên cải tiến cho tỉ lệ là
(1/4−ϵ) và độ phức tạp truy vấn là O(nϵ log(

k
ϵ )). Trong khi đó, thuật toán luồng lại

lần lượt cho tỉ lệ (1/6− ϵ) and (1/8− ϵ) với độ phức tạp truy vấn là O(kϵ log(B)).
Cùng với đó, sử dụng cách tiếp cận luồng, các tác giả trong [70] cũng đề xuất 2
thuật toán trả về tỉ lệ lần lượt là (0.363− ϵ) và (0.4− ϵ).

Từ bối cảnh nêu trên, có thể thấy nghiên cứu về bài toán SMK là đang là chủ
đề được quan tâm rộng rãi. Đồng thời, thiết kế thuật toán luồng giải bài toán này
đang là xu hướng được quan tâm hiện nay.

Bên cạnh đó, việc xem xét giải bài toán tối đa hàm submodular trong môi
trường nhiễu đã được đặt ra [124, 61, 96]. Môi trường có nhiễu là thường gặp
trong tự nhiên. Ví dụ khi tiến hành lấy mẫu đo từ các cảm biến, ảnh chụp các đối
tượng ngoài tự nhiên..., nhiễu sẽ ảnh hưởng rất nhiều đến kết quả, độ chính xác và
thời gian tính toán [120] của thuật toán, vì thế rất cần các thuật toán hiệu quả để
giải quyết bài toán vẫn đảm bảo chất lượng lời giải.

Đầu tiên, Qian và cộng sự đã xem xét bài toán trích chọn đặc trưng (một thể
hiện của bài toán SMC) khi có có sự tác động của nhiễu cộng và nhiễu nhân [117].
Các tác giả đề xuất phương pháp giải dựa trên thuật toán tham lam. Sau đó, các tác
giả trong [69] đã xây dựng mô hình tổng quát cho bài toán tối ưu hàm submodular
với nhiễu. Một số tác giả [147] đã xây dựng thuật toán luồng nhằm giải quyết bài
toán tối đa hàm submodular với nhiễu. Crawford và cộng sự [40] đã giải bài toán
Tập phủ trong môi trường có nhiễu nhân và đề xuất một thuật toán tham lam cải
tiến bằng cách tính toán dựa trên ước lượng nhiễu F thay vì hàm f . Sau này, Lan
Nguyen và cộng sự [106] đã xây dựng các thuật toán luồng nhằm giải quyết bài
toán tối đa hàm k-submodular với ràng buộc lực lượng. Tuy nhiên, nghiên cứu bài
toán SMK trong môi trường có nhiễu lại chưa được đề cập.
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Từ bối cảnh nghiên cứu trên cho thấy giải bài toán tối đa hàm submodular với
ràng buộc chi phí trong môi trường có nhiễu là một bài toán quan trọng phù hợp với
xu thế nghiên cứu hiện nay. Đây là động lực để NCS nghiên cứu giải bài toán này
và đề xuất một thuật toán luồng 1 lần quét với độ phức tạp truy vấn O(n logB).

3.4. Thuật toán xấp xỉ cho bài toán SMKN

3.4.1. Kết quả mới của luận án

Đầu tiên, luận án đề xuất một phiên bản thuật toán của tham lam xấp xỉ với
điều kiện đã biết ước lượng xấp xỉ F của hàm mục tiêu. Thuật toán tiếp theo là
phiên bản cải tiến được thiết kế trở thành thuật toán luồng khi biết ước lượng xấp
xỉ F của hàm mục tiêu. Mục đích của phiên bản đầu tiên là thiết kế một thuật toán
tham lam làm cơ sở ban đầu cho bài toán SMKN. Phiên bản thứ hai cải tiến thuật
toán tham lam, giảm thời gian tính toán và dung lượng lưu trữ với chất lượng lời
giải vẫn được đảm bảo. Vì SMKN là một bài toán mới, nên phần thực nghiệm sẽ
trực tiếp so sánh và đánh giá hai thuật toán này.

Nhìn chung, nghiên cứu về bài toán SMKN, luận án tập trung vào:
- Đề xuất thuật toán tham lam xấp xỉ giải quyết bài toán SMKN;
- Đề xuất thuật toán luồng cải tiến thuật toán tham lam nhằm duy trì tỉ lệ xấp

xỉ tương đương nhưng vẫn giảm thời gian chạy và bộ nhớ lưu trữ các phần tử;
- Tiến hành thực nghiệm so sánh hai thuật toán đã đề xuất.

Luận án giải quyết trường hợp hàm mục tiêu là submodular đơn điệu. Thứ
hai, luận án đưa các mô hình nhiễu cộng và nhiễu nhân và các ước lượng nhiễu
vào trong thuật toán. Các phần tử được lựa chọn được đánh giá dựa trên tỉ lệ giữa
lợi nhuận biên và chi phí của các phần tử đó. Thuật toán luồng cải tiến tạo nhiều
lời giải dự tuyển và thiết kế một ngưỡng “sàng” nhằm chỉ giữ lại các phần tử tốt.

Tóm lại, những đóng góp của luận án này đối với bài toán SMKN đơn điệu
tăng có thể kể đến là:

- Đề xuất thuật toán tham lam, GUN (Greedy Under Noises, Thuật toán 7),
cho lời giải f(S) ≥ 1

2
1−ϵ
1+ϵ

(
1− 1

e

) (
1− 4ϵB

1−ϵ2
)
opt đối với nhiễu nhân, và f(S) ≥

1
2

(
1− 1

e

)
opt−2ϵ(B+1) đối với nhiễu cộng. Thuật toán đưa vào ước lượng nhiễu

ϵ, F , của f và chọn ra các phần tử đảm bảo tỉ lệ giữa đóng góp lợi ích và chi phí là
lớn nhất.

- Đề xuất thuật toán luồng xấp xỉ, NS (Noise-processed Streaming, Thuật
toán 9), cho chất lượng lời giải đạt f(S) ≥ (1−ϵ1+ϵ)

2 (1−γ)
( 1−ϵ
1+ϵ )

2+2( 1
1−ϵ+B 3ϵ−ϵ2

1−ϵ2
)
opt với nhiễu

nhân và f(S) ≥ 1−γ
3 opt + ϵ − 2ϵB với nhiễu cộng, trong đó γ ∈ (0, 1) là một số

cho trước. Đặc biệt, thuật toán này đã chỉ ra được độ phức tạp truy vấn và độ phức
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tạp bộ nhớ đối với nhiễu nhân lần lượt là O(nγ log(B
1+ϵ
1−ϵ)) và O(Bγ log(B 1+ϵ

1−ϵ)). Đối
với nhiễu cộng lần lượt cần yêu cầu độ phức tạp truy vấn là O(nγ log(

mB+ϵ
m−ϵ )) và

độ phức tạp bộ nhớ là O (n′ log(nB)) O(Bγ log(mB+ϵ
m−ϵ ))) O(kn/ϵ) với ϵ ∈ (0, 1) là

tham số nhiễu cho trước, m = maxe∈V f(e). Thuật toán được xây dựng dựa trên
một tập O giới hạn số phần tử v là ước lượng của opt và xây dựng Sv các lời giải
dự tuyển tương ứng. Mỗi Sv sẽ có một ngưỡng sàng chọn ra các phần tử tốt.

- Tiến hành thực nghiệm trên một trường hợp cụ thể của SMKN với ứng dụng
tối đa ảnh hưởng với ràng buộc chi phí (Influence Maximization under Knapsack
constraint - IMK) trên 2 bộ dữ liệu hàng nghìn đỉnh và vài chục nghìn cạnh. Kết
quả thực nghiệm cho thấy sự hội tụ giữa 2 thuật toán về giá trị hàm mục tiêu,
nhưng NS tiết kiệm thời gian hơn nhiều so với GUN. Đặc biệt, số truy vấn của
NS có trường hợp thấp hơn tới 266 lần so với GUN. Thêm vào đó, luận án cũng
tiến hành đo bộ nhớ tối đa tập O cần sử dụng. So sánh cho thấy thay vì phải cấp
phát bộ nhớ cho các phần tử trong tập V trong suốt quá trình tính toán, thuật toán
yêu cầu một lượng giới hạn các phần tử ứng với tập O nhỏ hơn rất nhiều so với tập
V , đặc biệt với B và V lớn.

Bảng 3.2 so sánh GUN và NS theo 3 khía cạnh: chất lượng lời giải, độ phức
tạp truy vấn, và độ phức tạp bộ nhớ. m = maxe∈V F (e), γ ∈ (0, 1) là tham số đầu
vào, ϵ > 0 là tham số nhiễu. TT là viết tắt của thuật toán. Hai thuật toán GUN và
NS cho chất lượng lời giải trong môi trường nhiễu là không chênh lệch quá lớn.
Với GUN, các độ phức tạp truy vấn và bộ nhớ là O(n2), trong khi với NS, độ
phức tạp bộ nhớ ít hơn so với độ phức tạp truy vấn một hệ số là n. Bộ nhớ trong
NS phụ thuộc chủ yếu vào ngân sách B.

TT Đảm bảo lời giải Độ phức tạp truy vấn Độ phức tạp bộ
nhớ

Cho nhiễu nhân ϵ

GUN f(S) ≥ 1
2
1−ϵ
1+ϵ

(
1− 1

e

) (
1− 4ϵB

1−ϵ2

)
opt O(n2) O(n2)

NS f(S) ≥ (1−ϵ
1+ϵ)

2 (1−γ)

( 1−ϵ
1+ϵ

)2+2( 1
1−ϵ

+B 3ϵ−ϵ2

1−ϵ2
)
opt O(nγ log(B 1+ϵ

1−ϵ)) O(Bγ log(B 1+ϵ
1−ϵ))

Cho nhiễu cộng ϵ

GUN f(S) ≥ 1
2

(
1− 1

e

)
opt− 2ϵ(B + 1) O(n2) O(n2)

NS f(S) ≥ 1−γ
3 opt+ ϵ− 2ϵB O(nγ log(mB+ϵ

m−ϵ )) O(Bγ log(mB+ϵ
m−ϵ )))

Bảng 3.2: So sánh các thuật toán xấp xỉ GUN và NS cho SMKN.

3.4.2. Thuật toán tham lam xấp xỉ: GUN

Với bài toán SMKN, đầu tiên, ta thiết kế một thuật toán tham lam dành cho nó.
Luận án giới thiệu phiên bản thuật toán tham lam, GUN (Greedy Under Noises),
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được thiết kế dựa trên ý tưởng chọn các phần tử cho tỉ lệ đóng góp lợi nhuận biên
và chi phí của phần tử đó là lớn nhất trong các phần tử chưa được chọn. Ý tưởng
này ban đầu được đề xuất bởi các tác giả trong [76] khi giải bài toán Tập phủ tối
đa. Tuy nhiên, việc áp dụng giải cho SMKN cần một vài biến đổi. Thứ nhất, GUN

sử dụng ước lượng F để thiết lập mối quan hệ giữa lời giải tối ưu với lời giải dự
tuyển đang xét. Thứ hai, mô hình nhiễu cộng và nhiễu nhân được đưa vào để đáp
ứng sự tác động của nhiễu đối với hàm mục tiêu. Chi tiết của thuật toán được giới
thiệu trong Thuật toán 7.

Algorithm 7 : GUN

Input: V , an approximation oracle F , ϵ ∈ (0, 1), budget B > 0
Output: A subset S

1: S ← ∅, U ← V
2: if F : ϵ-multiplicative noise oracle then
3: for U = ∅ do
4: e′ ← argmaxe∈U

1
c(e)

(
F (S+e)
1−ϵ −

F (S)
1+ϵ

)
5: if c(S + e′) ≤ B then
6: S ← S + e′

7: end if
8: U ← U \ {e′}
9: end for

10: end if
11: if F : ϵ-additive noise oracle then
12: for U = ∅ do
13: e′ ← argmaxe∈U

1
c(e) (F (S + e)− F (S))

14: if c(S + e′) ≤ B then
15: S ← S + e′

16: end if
17: U ← U \ {e′}
18: end for
19: end if
20: em ← argmaxe∈V F (e)
21: S ← argmaxS′∈{S,em} F (S ′)
22: return S

Thuật toán khởi tạo một lời giải dự tuyển S là một tập rỗng và tập các phần
tử ứng viên U = V . Với pha đầu tiên, thuật toán lần lượt lựa chọn một phần tử e′

thỏa mãn:

e′ = argmax
e∈U

1

c(e)

(
F (S + e)

1− ϵ
− F (S)

1 + ϵ

)
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với nhiễu nhân ϵ, và pha 2 làm việc với nhiễu cộng ϵ:

e′ = argmax
e∈U

1

c(e)
(F (S + e)− F (S)) .

Sau đó, e′ được thêm vào lời giải hiện tại với điều kiện thêm e′ vào tập S vẫn
không vượt quá ngân sách c(S + e′) ≤ B. Công việc trên sẽ tiến hành lặp đi lặp
lại cho tới khi tập phần tử ứng viên rỗng. Chúng ta có thể thấy thuật toán đã đưa
vào một hệ số gọi là tỉ lệ lớn nhất giữa lợi nhuận biên so với chi phí của một phần
tử e khi thêm vào tập S:

Với nhiễu nhân:
1

c(e)

(
F (S + e)

1− ϵ
− F (S)

1 + ϵ

)
.

Với nhiễu cộng:
1

c(e)
(F (S + e)− F (S)) .

Mục tiêu của thuật toán là tìm phần tử e nào làm cho tỉ lệ trên là lớn nhất.
Đồng thời, thuật toán cũng chọn ra một phần tử em = maxe∈V F (e) và trả lại lời
giải tốt nhất là lời giải cho giá trị F (·) lớn nhất giữa S và em. Thêm vào đó, không
mất tính tổng quát, có thể giả sử mọi phần tử e ∈ V đều có chi phí c(e) ≤ B, vì
nếu có phần tử nào thực sự vượt hơn, đơn giản ta có thể bỏ qua phần tử đó.

Để thiết lập mối quan hệ giữa lời giải của thuật toán GUN và lời giải tối ưu,
ta có Bổ đề 3.1.

Bổ đề 3.1. Đặt Si = {s1, s2, . . . , si} là lời giải ứng viên của thuật toán GUN tại
bước lặp thứ i của vòng lặp chính.Với nhiễu nhân ϵ, chúng ta có:

opt− f(Si) ≤
B

c(si+1)
(f(Si+1)− f(Si)) +

4ϵB

1− ϵ2
opt. (3.5)

Và với nhiễu cộng ϵ:

opt− f(Si) ≤
B

c(si+1)
(f(Si+1)− f(Si)) + 4ϵB. (3.6)

Chứng minh. Đặt S ′i = S∗ \ Si. Với nhiễu nhân, ta có:
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opt− f(Si) ≤ f(S ′i ∪ Si)− f(Si)

≤
∑
e∈S′

i

(f(Si + e)− f(Si)) (Vì tính submodular của f)

≤
∑
e∈S′

i

(
F (Si + e)

1− ϵ
− F (Si)

1 + ϵ

)
(F là ước lượng với nhiễu nhân ϵ của f)

≤ B

c(S ′i)

∑
e∈S′

i

(
F (Si + e)

1− ϵ
− F (Si)

1 + ϵ

)
≤ Bmax

e∈S′
i

1

c(e)

(
F (Si + e)

1− ϵ
− F (Si)

1 + ϵ

)
(Do sự lựa chọn của thuật toán)

=
B

c(si+1)

(
F (Si+1)

1− ϵ
− F (Si)

1 + ϵ

)
≤ B

c(si+1)

(
1 + ϵ

1− ϵ
f(Si+1)−

1− ϵ

1 + ϵ
f(Si)

)
≤ B

c(si+1)

(
f(Si+1)− f(Si) +

2ϵ

1− ϵ
f(Si+1) +

2ϵ

1 + ϵ
f(Si)

)
≤ B

c(si+1)
(f(Si+1)− f(Si)) +

4ϵB

1− ϵ2
opt

(Vì c(si+1) ≥ 1) và f(Si) ≤ opt).

Tương tự, với nhiễu cộng ta có:

opt− f(Si) ≤
∑
e∈S′

i

(f(Si + e)− f(Si))

≤
∑
e∈S′

i

(F (Si + e)− F (Si) + 2ϵ)

≤ B

c(si+1)
(F (Si+1)− F (Si) + 2ϵ)

≤ B

c(si+1)
(f(Si+1)− f(Si) + 4ϵ)

≤ B

c(si+1)
(f(Si+1)− f(Si)) + 4ϵB.

Ta có bổ đề được chứng minh.

Chất lượng lời giải của thuật toán trên được thể hiện qua Định lý 3.1:
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Định lý 3.1. Thuật toán GUN cho lời giải S đảm bảo:

f(S) ≥ 1

2

1− ϵ

1 + ϵ

(
1− 1

e

)(
1− 4ϵB

1− ϵ2

)
opt

cho nhiễu nhân ϵ và

f(S) ≥ 1

2

(
1− 1

e

)
opt− 2ϵ(B + 1)

cho nhiễu cộng ϵ.

Chứng minh. Đặt t là bước lặp cuối cùng của vòng lặp chính của thuật toán, và
st+1 là phần tử đầu tiên được thêm vào St nếu chúng ta bỏ qua điều kiện và tổng
chi phí (dòng 4 hoặc 14) của Thuật toán 7.

Với nhiễu nhân, ta xem xét 2 trường hợp sau đây:

- Nếu f(St+1) ≥ opt, ta có:

f(S) ≥ 1

1 + ϵ
max{F (St), F (em)} (Theo dòng 21 của thuật toán)

≥ 1

1 + ϵ
max{F (St), F (st+1)} ≥

1− ϵ

1 + ϵ
max{f(St), f(st+1)}

≥ 1

2

1− ϵ

1 + ϵ
f(St+1) (Do tính submodular của f)

≥ 1

2

1− ϵ

1 + ϵ
opt.

- Nếu f(St+1) < opt, tương tự với cách phân tích của Bổ đề 3.1, với i ≤ t bất
kì ta có:

opt− f(Si) ≤
B

c(si+1)
(f(Si+1)− f(Si)) +

4ϵB

1− ϵ2
opt.

Bằng cách sắp xếp các bất đằng thức trên và áp dụng một phương pháp suy
diễn với t, ta có:

f(St+1)− (1− 4ϵB

1− ϵ2
)opt ≥

(
1− c(st+1)

B

)(
f(St)− (1− 4ϵB

1− ϵ2
)opt

)
≥ . . . ≥ −

t∏
i=0

(
1− c(si+1)

B

)(
1− 4ϵB

1− ϵ2

)
opt.
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Có nghĩa là:

f(St+1) ≥

(
1−

t+1∏
i=1

(1− c(si)

B
)

)(
1− 4ϵB

1− ϵ2

)
opt

≥

(
1−

t+1∏
i=1

(1− c(si)

c(St+1)
)

)(
1− 4ϵB

1− ϵ2

)
opt

≥
(
1− 1

e

)(
1− 4ϵB

1− ϵ2

)
opt.

Vì vậy: f(S) ≥ 1
2
1−ϵ
1+ϵf(St+1) ≥ 1

2
1−ϵ
1+ϵ

(
1− 1

e

) (
1− 4ϵB

1−ϵ2
)
opt.

Với nhiễu cộng, chúng ta cũng xét 2 trường hợp như vậy:
-Nếu f(Si+1) ≥ opt, ta có:

f(S) ≥ max{F (St), F (em)} − ϵ ≥ max{f(St), f(em)} − 2ϵ

≥ f(St+1)

2
− 2ϵ

≥ opt

2
− 2ϵ.

- Nếu f(St+1) < opt, tương tự với Bổ đề 3.1 ta có:

opt− f(St) ≤
B

c(st+1)
(f(St+1)− f(St)) + 4ϵB. (3.7)

Sắp xếp lại các bất đẳng thức trên, ta có:

f(St+1)− (opt− 4ϵB) ≥ (1− c(st+1)

B
) (f(St)− (opt− 4ϵB))

. . . ≥ −
t∏

i=0

(
1− c(si+1)

B

)
(opt− 4ϵB).
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Suy ra:

f(St+1) ≥

(
1−

t+1∏
i=1

(
1− c(si)

B

))
opt+ 4ϵB

t+1∏
i=1

(
1− c(si)

B

)
− 4ϵB

≥

(
1−

t+1∏
i=1

(
1− c(si)

c(St+1)

))
opt− 4ϵB

≥
(
1− 1

e

)
opt− 4ϵB.

Bất đẳng thức ở giữa là do biểu thức 4ϵB
∏t+1

i=1

(
1− c(si)

B

)
> 0. Vì vậy,

f(S) ≥ f(St+1)

2
− 2ϵ

≥ 1

2

(
1− 1

e

)
opt− 2ϵ(B + 1).

Kết hợp tất cả các trường hợp trên ta có điều phải chứng minh.

Thuật toán này có độ phức tạp là O(n2) (về thời gian chạy và bộ nhớ cần sử
dụng, vì thuật toán là tuần tự). Ta có thể cải tiến hiệu quả của GUN bằng cách cải
tiến phương pháp đếm được đề xuất trong [131, 76] nhưng nó lại làm gia tăng độ
phức tạp của thuật toán lên O(n5). Điều này làm cho thuật toán trở nên khó khăn
khi áp dụng với dữ liệu lớn. Do đó, cần đề xuất các thuật toán hiệu quả hơn về
không gian lưu trữ và thời gian chạy.

3.4.3. Sử dụng kỹ thuật luồng cải tiến thuật toán xấp xỉ

Để cải tiến thuật toán tham lam, luận án đề xuất một thuật toán luồng 1 lần
quét (tức là duyệt tập cơ sở 1 lần) cho bài toán SMKN. GUN phải quét tập cơ sở
nhiều lần để chọn ra phần tử cho tỉ lệ lợi nhuận biên và chi phí lớn nhất. Do đó,
làm tốn thời gian chạy. Sử dụng kỹ thuật luồng, tại một thời điểm ta chỉ quét 1
lượng phần tử nhỏ so với toàn tập cơ sở và lưu trong bộ nhớ. Như vậy, thời gian và
dung lượng bộ nhớ đều được giảm xuống.

Cụ thể, thuật toán thiết lập mối quan hệ giữa lời giải hiện tại đang xét với lời
giải tối ưu bằng 2 kỹ thuật sau:

- Với một phần tử được quan sát, chúng ta sẽ lọc lại các phần tử có đóng góp
lớn bằng cách so sánh tỉ lệ giữa hàm mục tiêu với tổng chi phí của một lời giải dự
tuyển với một ngưỡng đã cho;

- Kết hợp với phương pháp thiết kế luồng do Bandanidiyuru và cộng sự đề
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xuất [5] để tự động cập nhật giá trị lớn nhất của một phần tử (maximum singleton
value) em = maxe∈V F (e).

Để mô tả dễ dàng hơn, đầu tiên ta tiếp cận phương pháp bằng cách đề xuất
một phiên bản đơn giản của thuật toán. Ta giả sử rằng giá trị tối ưu opt đã biết.
Tác dụng của thuật toán là để giới hạn khoảng bao của giá trị và phân tích độ phức
tạp. Sau đó, phiên bản thuật toán chính sẽ loại bỏ giá trị tối ưu này đi nhưng giữ
lại khoảng bao của nó.

3.4.3.1. Thuật toán xấp xỉ với giả định đã biết opt: optStr

Đầu tiên, ta tiếp cận phương pháp này bằng một phiên bản đơn giản đó là giả
sử đã biết lời giải tối ưu. Khi đó thuật toán nhận v là một ước lượng của opt với
opt = f(S∗) là giá trị tối ưu của hàm f(·) với lời giải tối ưu là S∗, sao cho v ≤ opt,
và α ∈ (0, 1] được sử dụng để điều chỉnh điều kiện lọc đối với một phần tử được
quan sát.

Sự hoạt động của thuật toán đối với trường hợp nhiễu nhân được mô tả như
sau (nhiễu cộng cũng sẽ hoạt động tương tự). Thuật toán khởi tạo mới lời giải S là
một tập rỗng. Với mỗi phần tử đang được xét e, thuật toán sẽ cập nhật em ở dòng 3
Thuật toán 8, sau đó kiểm tra điều kiện tổng chi phí sau khi thêm c(S) + c(e) đã
vượt B hay chưa. Nếu nó chưa vượt thì thuật toán sẽ thêm e vào trong tập S nếu:

F (S + e)

c(S + e)(1− ϵ)
≥ αv

B
.

Trong trường hợp ngược lại, thuật toán sẽ bỏ qua e và xét phần tử tiếp theo.
Bước này sẽ giúp cho thuật toán chọn được một phần tử có đóng góp lớn nhất đồng
thời loại bỏ các phần tử không tốt. Biểu thức F (S+e)

c(S+e)(1−ϵ) đo tỉ lệ giữa giá trị hàm
mục tiêu và tổng chi phí của lời giải đang xét dưới tác động của nhiễu nhân. Sau
khi kết thúc vòng lặp chính, thuật toán trả về giá trị lớn hơn giữa {em} và S. Chi
tiết của thuật toán được nêu ở Thuật toán 8, optStr.

Giả sử đặt S là lời giải dự tuyển sau khi kết thúc vòng lặp chính, để phân tích
hiệu quả của thuật toán cần sử dụng các bổ đề dưới đây.

Bổ đề 3.2. Dưới mô hình nhiễu nhân, giả sử rằng không có phần tử e ∈ S∗ \ S
nào thỏa mãn F (S+e)

1−ϵ ≥
αvc(S+e)

B , ta có:

f(S) ≥ v − αv

(
1

1− ϵ
+

(3ϵ− ϵ2)

(1− ϵ2)
B

)
. (3.8)
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Algorithm 8 : optStr
Input: V , F , ϵ ∈ (0, 1), B, α, v: v ≤ opt
Output: a solution S

1: S ← ∅
2: for all e ∈ V do
3: em ← argmaxe′∈{e,em} F (e′)
4: if c(S) + c(e) ≤ B then
5: if F : ϵ-multiplicative noise oracle then
6: if F (S+e)

c(S+e)(1−ϵ) ≥
αv
B then

7: S ← S + {e}
8: end if
9: end if

10: if F : ϵ-additive noise oracle then
11: if F (S+e)+ϵ

c(S+e) ≥
αv
B then

12: S ← S + {e}
13: end if
14: end if
15: end if
16: end for
17: return argmaxS′∈{em,S} F (S ′)

Chứng minh. Từ giả thiết của bổ đề, nếu với bất kì e /∈ S, ta sẽ có F (S+e)
1−ϵ ≥

αvc(S+e)
B và c(S + e) > B. Vì vậy:

f(e|S) = f(S + e)− f(S) ≤ F (S + e)

1− ϵ
− F (S)

1 + ϵ

=
F (S + e)

1− ϵ
− 1− ϵ

1 + ϵ

F (S)

1− ϵ

≤ αv

B

(
c(S + e)

1− ϵ
− 1− ϵ

1 + ϵ
c(S)

)
(Vì F (S)

1−ϵ ≥ c(S))

≤ αvc(e)

B(1− ϵ)
+

αv(3ϵ− ϵ2)c(S)

B(1− ϵ2)

≤ αvc(e)

B(1− ϵ)
+

αv(3ϵ− ϵ2)

(1− ϵ2)
.

Đặt S∗ = {s1, s2, . . . , sl} là lời giải tối ưu, S ′ = S∗ \ S = {s′1, s′2, . . . , s′j}, và
S ′i = {s′1, s′2, . . . , s′i}, i ≤ j. Bằng tính chất submodular và đơn điệu tăng của f(·),
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ta có:

f(S ∪ S∗)− f(S) ≤
j∑

i=1

(f(S ∪ S ′i)− f(S ∪ S ′i−1) ≤
∑
e∈S′

f(e|S) (3.9)

≤
∑
e∈S′

(
αvc(e)

B(1− ϵ)
+

αv(3ϵ− ϵ2)

(1− ϵ2)

)
(3.10)

≤ αv

1− ϵ
+

3ϵ− ϵ2

1− ϵ2
αvB. (3.11)

Suy ra:

f(S) ≥ v − αv

(
1

1− ϵ
+

3ϵ− ϵ2

1− ϵ2
B

)
.

Ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề tương tự với nhiễu cộng được xây dựng.

Bổ đề 3.3. Dưới mô hình nhiễu cộng, giả sử không có phần tử e ∈ S∗ \S nào thỏa
mãn F (S+e)+ϵ

c(S+e) ≥
αv
B , ta có: f(S) ≥ v(1− α)− 2ϵB.

Chứng minh. Chứng minh tương tự với Bổ đề 3.2, với một phần tử e ∈ S∗ \ S, ta
có:

f(e|S) ≤ F (S + e)− F (S) + 2ϵ ≤ c(e)αv

B
+ 2ϵ.

Vì vậy, f(S ∪ S∗) − f(S) ≤
∑

e∈S′ f(e|S) ≤ αv + 2ϵB. Suy ra, f(S) ≥ v(1 −
α)− 2ϵB.

Đảm bảo hiệu quả của thuật toán optStr được thể hiện qua Định lý 3.2 và
Định lý 3.3 được trình bày dưới đây.

Định lý 3.2. Dưới mô hình nhiễu nhân, thuật toán optStr trả về một lời giải Sstr

thỏa mãn:

f(Sstr) ≥ min

{(
1− ϵ

1 + ϵ

)2
αv

2
, v − αv

(
1

1− ϵ
+

3ϵ− ϵ2

1− ϵ2
B

)}
. (3.12)

Chứng minh. Với một phần tử e ∈ S∗ \ S, ta có thể thấy e không thỏa mãn điều
kiện nêu ở dòng 6 (hoặc 11) Thuật toán 8 hoặc e làm cho c(S + e) > B.
Nếu F (S+e)

(1−ϵ)c(S+e) <
αv
B , thì định lý này sẽ thỏa mãn do Bổ đề 3.2. Vì vậy, ta sẽ xem
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xét trường hợp còn lại. Do tính submodular của f(·), ta có:

f(S) + f(e) ≥ f(S + e) ≥ F (S + e)

1 + ϵ
=

1− ϵ

1 + ϵ

F (S + e)

1− ϵ

≥ 1− ϵ

1 + ϵ

αvc(S + e)

B
≥ 1− ϵ

1 + ϵ
αv.

Suy ra, một trong 2 giá trị f(S) và f(e) sẽ ít nhất bằng 1−ϵ
1+ϵ

αv
2 . Suy ra:

f(Sstr) ≥
F (Sstr)

1 + ϵ
≥ max

1

1 + ϵ
{F (S), F (em)} (3.13)

≥ max
1

1 + ϵ
{F (S), F (emax)} (3.14)

≥ 1− ϵ

1 + ϵ
max{f(S), f(emax)} ≥ (

1− ϵ

1 + ϵ
)2
αv

2
. (3.15)

Kết hợp tất cả các trường hợp trên, ta có điều phải chứng minh.

Tương tự với Định lý 3.2, ta cũng có tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán optStr dưới
mô hình nhiễu cộng tuân theo định lý sau:

Định lý 3.3. Dưới mô hình nhiễu cộng, thuật toán optStr trả về lời giải Sstr thỏa
mãn:

f(Sstr) ≥ min
{αv

2
− 3ϵ, v(1− α)− 2ϵB

}
.

Từ Định lý 3.2 và Định lý 3.3, ta dễ dàng suy ra được hệ quả sau chỉ ra giá trị
của α để thuật toán đạt được tỉ lệ xấp xỉ tốt nhất.

Hệ quả 3.1. Tỉ lệ xấp xỉ của thuật toán optStr đạt giá trị lớn nhất là

(
1− ϵ

1 + ϵ
)2

v

(1−ϵ1+ϵ)
2 + 2( 1

1−ϵ +B 3ϵ−ϵ2
1−ϵ2 )

khi α = 2

( 1−ϵ
1+ϵ )

2+2( 1
1−ϵ+B 3ϵ−ϵ2

1−ϵ2
)

với nhiễu nhân ϵ; và đạt giá trị lớn nhất là

v

3
+ ϵ− 2ϵB

khi α = 2
3 +

2ϵ
v −

4ϵB
3v xét với nhiễu cộng ϵ.

3.4.3.2. Thuật toán xấp xỉ tổng quát: NS

Khi giải bài toán thực tế, phải bỏ đi giả thiết đã biết lời giải tối ưu. Phần này
sẽ giới thiệu thuật toán luồng tổng quát, NS (Noises processed Streaming), dựa
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trên các thiết lập tương tự như thuật toán optStr.
Đầu tiên giải quyết bài toán với nhiễu nhân. Thuật toán nhận một tham số đầu

vào là γ ∈ (0, 1) và giá trị của α được thiết lập bằng α = 2

( 1−ϵ
1+ϵ )

2+2( 1
1−ϵ+B 3ϵ−ϵ2

1−ϵ2
)

để đạt

được tỉ lệ xấp xỉ tốt nhất. Đặt emax = argmaxe∈V f(e) và em = argmaxe∈V F (e),
ta có:

F (em)

1 + ϵ
≤ f(emax) ≤ opt ≤ Bf(emax) ≤

F (em)

1− ϵ
B. (3.16)

Các biểu thức trong (3.16) cho ta một giới hạn của giá trị tiên đoán của v của
opt. Tập O sẽ gồm các giá trị tiên đoán này và được sử dụng để giới hạn các lời
giải dự tuyển được xem xét. Vì vậy ta sử dụng các giá trị v = (1 + γ)j ∈ O cho
tập O được gán bằng:

O = {(1 + γ)j|F (em)

1 + ϵ
≤ (1 + γ)j ≤ F (em)

1− ϵ
B, j ∈ Z+}.

Tuy nhiên, để tìm được em, cần đặt ra yêu cầu rằng phải có ít nhất 1 lần quét
tập V . Vì vậy, thuật toán sẽ vận dụng phương pháp cập nhật tự động được đề cập
trong [5]. Trong thuật toán này, họ cập nhật m = max{m,F (e)} với một phần tử
e đã quan sát để dự đoán miền của giá trị tối ưu sẽ nằm trong khoảng nào. Phương
pháp này giúp thuật toán có thể duy trì một ước lượng tốt cho lời giải tối ưu, khi
khoảng đang xét đó tăng thêm thì các phần tử tiếp theo sẽ được xem xét tiếp.

Với mỗi v ∈ O, thuật toán cập nhật lời giải Sv bằng cách thêm một phần tử
mới e nếu c(Sv + e) ≤ B và F (Sv+e)

1−ϵ ≥ αvc(Sv+e)
B . Sau khi kết thúc vòng lặp chính,

sẽ có một giá trị v ∈ O sao cho (1 − γ)opt ≤ v ≤ opt. Cuối cùng thuật toán sẽ
chọn lời giải tốt nhất giữa các lời giải dự tuyển Sv nêu trên bằng tìm kiếm nhị phân.

Với nhiễu cộng, thuật toán hoạt động tương tự, nhưng lúc này tập O sẽ là:

O = {(1 + γ)j|F (em)− ϵ ≤ (1 + γ)j ≤ (F (em) + ϵ)B, j ∈ Z+}.

Với mỗi v ∈ O ta thiết lập αv =
2
3 +

2ϵ
v −

4ϵB
3v như đã đề cập ở phần trên. Chi tiết

của thuật toán sẽ được mô tả trong trong Thuật toán 9.
Bổ đề sau xây dựng mối quan hệ giữa giá trị ước lượng v và opt:

Bổ đề 3.4. Tồn tại một giá trị v ∈ O thỏa mãn (1− γ)opt ≤ v ≤ opt.

Chứng minh. Vì opt ∈ [F (em)
1+ϵ , BF (em)

1−ϵ ], đặt j = ⌊log1+γ opt⌋ và nhận thấy khi
v = (1 + γ)j, chúng ta có: v = (1 + γ)j ≤ opt ≤ Bm

1−ϵ và vì vậy: v ≥ (1 +

γ)log1+γ(opt)−1 = opt
1+γ ≥ opt(1− γ).
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Algorithm 9 : NS

Input: V , F ,ϵ ∈ (0, 1),B, γ ∈ (0, 1)
Output: A solution S

1: m← 0, O = {(1 + γ)i|i ∈ Z+}
2: for all v ∈ O do
3: Sv = ∅
4: end for
5: if f : an ϵ-multiplicative noise oracle then
6: α = 2

1−ϵ
1+ϵ+

2
1−ϵ+2B 3ϵ−ϵ2

1−ϵ2

7: for all e ∈ V do
8: em ← argmaxe′∈{em,e} F (e′), m← f(em)
9: O = {(1 + γ)i| m1+ϵ ≤ (1 + γ)i ≤ Bm

1−ϵ , i ∈ Z+}
10: Delete Sv for each v /∈ O
11: for all v ∈ O and c(Sv + e) ≤ B do
12: if F (Sv+e)

1−ϵ ≥ αvc(Sv+e)
B then

13: Sv ← Sv + {e}
14: end if
15: end for
16: end for
17: else if f : ϵ-additive noise oracle then
18: for all e ∈ V do
19: em ← argmaxe′∈{em,e} F (e′), m← f(em)
20: O = {(1 + γ)i|m− ϵ ≤ (1 + γ)i ≤ B(m+ ϵ), i ∈ Z+}
21: Delete Sv for each v /∈ O
22: for all v ∈ O and c(Sv + e) ≤ B do
23: αv ← 2

3 +
2ϵ
v −

4ϵB
3v

24: if F (Sv + e) + ϵ ≥ αvc(Sv+e)
B then

25: Sv ← Sv + {e}
26: end if
27: end for
28: end for
29: end if

// Binary Search on Sv

30: Find Sstr ← argmaxS∈{Sv:v∈O}∪{em} F (Sv) by BS
31: return Sstr
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Từ đó xây dựng được định lý phân tích đảm bảo lý thuyết sau:

Định lý 3.4. Với nhiễu nhân ϵ, thuật toán NS là thuật toán luồng 1 lần quét cho
độ phức tạp truy vấn O(nγ log(B

1+ϵ
1−ϵ)), độ phức tạp bộ nhớ O(Bγ log(B 1+ϵ

1−ϵ)) và có

tỉ lệ xấp xỉ là (1−ϵ1+ϵ)
2 (1−γ)
( 1−ϵ
1+ϵ )

2+2( 1
1−ϵ+B 3ϵ−ϵ2

1−ϵ2
)
.

Chứng minh. Thuật toán có độ phức tạp truy vấn là O(nγ log(B
1+ϵ
1−ϵ)) vì có nhiều

nhất 1
γ log(B

1+ϵ
1−ϵ) phần tử trong O và mỗi lời giải dự tuyển Sv cần O(n) truy vấn.

Mặt khác, mỗi Sv có nhiều nhất B phần tử, không gian lưu trữ là O(Bγ log(B 1+ϵ
1−ϵ)).

Từ Bổ đề 3.4, sẽ có một v ∈ O sao cho (1− γ)opt ≤ v ≤ opt. Áp dụng Định
lý 3.2 và thiết lập giá trị của α trong thuật toán, có được:

f(Sstr) ≥ (
1− ϵ

1 + ϵ
)2

v

(1−ϵ1+ϵ)
2 + 2( 1

1−ϵ +B 3ϵ−ϵ2
1−ϵ2 )

≥ (
1− ϵ

1 + ϵ
)2

(1− γ)opt

(1−ϵ1+ϵ)
2 + 2( 1

1−ϵ +B 3ϵ−ϵ2
1−ϵ2 )

.

Ta có điều phải chứng minh.

Tương tự với Định lý 3.4, đảm bảo chất lượng lời giải của Thuật toán 9 được
khẳng định bằng định lý sau:

Định lý 3.5. Dưới tác động của nhiễu cộng ϵ, thuật toán NS là thuật toán luồng
1 lần quét với độ phức tạp truy vấn là O(nγ log(

mB+ϵ
m−ϵ )), độ phức tạp bộ nhớ là

O(Bγ log(mB+ϵ
m−ϵ )) và trả về kết quả Sstr thỏa mãn f(Sstr) ≥ 1−γ

3 opt+ ϵ− 2ϵB, với
m = maxe∈V F (e).

3.5. Nghiên cứu thực nghiệm

Về mặt lý thuyết, các thuật toán luồng được đề xuất sẽ tối ưu về mặt thời gian,
số lượng bộ nhớ cần lưu trữ và số lượng câu truy vấn cần dùng để gọi tới hàm
F . Để cụ thể hóa, luận án đưa ra một số thực nghiệm để so sánh các thuật toán
đã đề xuất cho một trường hợp cụ thể của SMKN, đó là xét ước lượng nhiễu trên
tối đa ảnh hưởng với ràng buộc chi phí (Influence Maximization under Knapsack
constraint- IMK).

3.5.1. Ứng dụng IMK dùng cho thực nghiệm

IM là một bài toán quan trọng trong nghiên cứu về ảnh hưởng xã hội và lan
truyền tiếp thị [43, 133, 132, 71, 30]. Mục tiêu của bài toán này là tìm một tập k

người dùng có thể ảnh hưởng tới các người dùng khác trong mạng xã hội là lớn
nhất. Lúc này, bài toán là tối đa hàm submodular với ràng buộc lực lượng. Tuy
nhiên, ta cũng có thể coi k này là ngân sách tối đa để chọn ra tập người dùng làm
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hạt giống trong việc lan truyền thông tin. Như vậy, chúng ta có thể xem xét bài
toán IM với ràng buộc ngân sách để giải bài toán tổng quát khi mà thực tế rằng
mỗi người dùng khác nhau cần có một chi phí khác nhau để bắt đầu gây ảnh hưởng
đến họ [105]. Bài toán trở thành tối đa ảnh hưởng với ràng buộc chi phí - IMK.

Để giải bài toán này cần thực hiện các bước xây dựng mô hình, xây dựng
thuật toán để giải. Mô hình được xây dựng dựa trên mô hình lan truyền thông tin
Bậc độc lập, IC, được đề xuất bởi Kempe và cộng sự [43]. Sau đó luận án sẽ đưa
ra định nghĩa bài toán IM với ràng buộc chi phí dựa trên mô hình này.

a) Mô hình lan truyền thông tin IC

Cho đồ thị G = (V,E) biểu diễn một mạng xã hội trong đó tập đỉnh V biểu
diễn người dùng và các cạnh E là các liên kết xã hội (kết bạn, like, comment...).
Mỗi cạnh (u, v) có một xác suất p(u, v) ∈ [0, 1] để biểu diễn sự truyền tải thông
tin từ u đến v. Trong V , một tập hạt giống hay còn gọi là tập người gây ảnh hưởng
(seed set), S ⊆ V , tiến trình ảnh hưởng dưới mô hình Bậc độc lập [43], IC, xảy ra
theo các bước rời rạc như sau:

- Tại bước t = 0, mọi nút trong S đều bị ảnh hưởng; Những nút bị ảnh hưởng
gọi là nút được kích hoạt; Những nút chưa bị ảnh hưởng gọi là chưa kích hoạt;

- Tại bước t ≥ 1, mỗi nút u đã bị ảnh hưởng tại bước t− 1 sẽ chỉ có một cơ hội
duy nhất để ảnh hưởng tới nút hàng xóm v mà chưa bị ảnh hưởng của nó với một
xác suất thành công là p(u, v). Nếu một nút đã bị ảnh hưởng, thì nó sẽ được duy
trì trạng thái này cho tới kết thúc quá trình ảnh hưởng.

- Tiến trình ảnh hưởng này sẽ kết thúc tại bước thứ t nếu không có một nút mới
nào được kích hoạt tại bước này.

b) Bài toán IMK

Đặt f : 2V 7→ R+ là một hàm ảnh hưởng của một tập hạt giống S nào đó.
Đây là hàm số người ảnh hưởng mong muốn sau khi quá trình ảnh hưởng thông
tin xảy ra. Kempe [43] đã chỉ ra rằng f là đơn điệu và submodular khi lan truyền
thông tin dưới mô hình IC. Giả sử rằng mỗi nút u có một chi phí c(u) > 0 biểu thị
về sự "cố gắng bao nhiêu" hoặc "cần tốn bao nhiêu" hoặc "cần cố bao nhiêu" để
đỉnh đó sẽ bắt đầu gây ảnh hưởng tới những đỉnh khác. Cho một ngân sách B, bài
toán yêu cầu cần tìm tập hạt giống S với tổng chi phí

∑
u∈S ≤ B để f(S) là cực

đại. Hiển nhiên, để đỉnh u đó gây ảnh hưởng tới các đỉnh khác, thì u cũng được
gọi là một đỉnh bị ảnh hưởng.

Mặc dù có rất nhiều phương pháp giải bài toán IMK [105, 104], nhưng nhìn
chung đều dựa trên phương pháp Lấy mẫu ảnh hưởng ngược (Reachable Influence
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Sampling - RIS) do Borg và cộng sự [16] đề xuất, để đạt được một ước lượng F

cho f với F cũng là đơn điệu và submodular.
Ngược lại, các thuật toán xấp xỉ trong luận án là các thuật toán đầu tiên giải

cho IMK với hàm ước lượng xấp xỉ có thể không còn là submodular.

c) Ước lượng nhiễu của hàm mục tiêu

Vì tính toán hàm f là #P-khó dưới mô hình IC [33], nên ta tìm hàm F là một
ước lượng nhiễu ϵ của f . Ta sẽ áp dụng phương pháp tính dựa trên lưới (sketch-
based method) của Cohen [36].

Cho k ∈ Z+, ước lượng F được xây dựng như sau: Mỗi nút v được gán một
cặp “node-instance” (v, i) ∈ V × {1, .., l} trong đó l ≥ 1 là số thể hiện biểu
thị các dạng của đồ thị G được biểu diễn trên lưới. Mỗi cặp (v, i) có một giá trị
xếp hạng (rank) độc lập riv ∼ ∪[0, 1] với ∪[0, 1] là phân phối chuẩn trong miền
[0, 1]. Với mọi đỉnh v ∈ V , các lưới gọi là lưới liên kết có thể đến được (combined
reachability sketches) Xv là các giá trị k nhỏ nhất trong {riv|(v, i) ∈ Ru} với Ru

bao gồm các nút v có thể đến được từ một nút u nằm trong G(i).
Như đã được đề cập đến trong nghiên cứu của Kempe [43], G là một thể hiện

của đồ thị được sinh ra trong mô hình ảnh hưởng. Vì vậy, sử dụng {G(i)} để biểu
diễn tập các thể hiện lan truyền thông tin được sinh ra bởi lấy mẫu Monte Carlo
tùy thuộc vào mô hình ảnh hưởng.

Cohen [36] đã chỉ ra rằng ảnh hưởng của tập S đối với các thể hiện {G(i)} có
thể ước lượng theo công thức:

Inf({G(i)}, S) = 1

l

∑
i∈l

|
⋃
u∈S

R(G(i), u)| = 1

l
|
⋃
u∈S

Ru|.

Vì vậy kích thước của tập hợp |
⋃

u∈S Ru| sẽ được ước lượng bởi lưới liên kết
Xu với u ∈ S. Bên cạnh đó, hàm ước lượng là F (X) với X ⊆ S. Sử dụng xếp hạng
theo ngưỡng (threshold rank), τu, cho mỗi nút u sao cho: τu = kth(riv|(v, i) ∈ Ru)

là k giá trị xếp hạng nhỏ nhất trong Ru. Cohen [36] cũng chỉ ra rằng khi |Xu| = k,
hàm ước lượng sẽ là: F (X) = (k − 1)/(lτu) và F (X) = | ∪u∈X |/l trong trường
hợp ngược lại (có nghĩa là |Xu| < k với τu = 1).

Với một hằng số c > 0, k = ce−2 log(n), các tác giả đã chứng minh được F

là ước lượng nhiễu nhân ϵ của f với xác suất ít nhất là 1 − 1/nc−2. Bên cạnh đó,
Crawford [? ] cũng đã chứng minh rằng F có thể không còn là submodular. Do
đó, ước lượng F của Cohen đề xuất có thể ước lượng nhiễu ϵ cho hàm f . Vì vậy,
phần thực nghiệm của luận án đã sử dụng phương pháp của Cohen để tính F .
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3.5.2. Thiết lập cho thực nghiệm

Bài toán SMKN là một bài toán mới nên trong thực nghiệm ta sẽ so sánh
hiệu quả của hai thuật toán GUN với NS này. Để so sánh, phần thực nghiệm đã
tiến hành các phép đo quan trọng về: ước lượng hàm ảnh hưởng, thời gian chạy, số
lượng truy vấn và bộ nhớ.

3.5.2.1. Tập dữ liệu

Phần thực nghiệm được tiến hành trên 2 bộ dữ liệu về mạng xã hội là Face-
book [136] và mạng lưới tham khảo HEPT [71] là những bộ dữ liệu thường được
sử dụng trong các thực nghiệm trong các công bố về hàm submodular, như là tối
đa lợi ích [105], lan truyền tiếp thị trên mạng lưới có quy mô hàng tỉ cạnh [71]
hoặc xấp xỉ hàm submodular [40]. Bộ dữ liệu gồm bộ nhỏ hơn, Facebook, đã gồm
hơn 1 nghìn đỉnh (1.4K) và gần 60K cạnh. HEPT là bộ dữ liệu lớn hơn với 15K
đỉnh và 59K cạnh.

Bảng 3.3 đưa ra các mô tả tóm tắt về các tập dữ liệu này.

Bảng 3.3: Thống kê dữ liệu

Tập dữ liệu Số đỉnh Số cạnh Loại Bậc trung bình
Facebook [93] 1.4K 59.6K Có hướng 82
HEPT [32] 15K 59K Có hướng 4.1

3.5.2.2. Các thiết lập tham số

Với bài toán này, sẽ có một vài thông số thực sự ảnh hưởng tới chất lượng và
thời gian tìm ra lời giải là: ngân sách B, chi phí c(e) của mỗi đỉnh e trong V ; k,
l và c để dựng lên các lưới; và hệ số ϵ của mô hình nhiễu. Mô phỏng theo thực
nghiệm của tác giả [40], F là một xấp xỉ ϵ của f bằng cách chọn k hợp lý: Với
c > 0, k = ce−2 log(n). Tác giả đã thiết lập l = 128 để dựng các lưới và tính toán
hàm F . Trong phần thực nghiệm, thiết lập ϵ = 0.5 (giống một trường hợp thực
nghiệm của [40]), giá trị của γ cũng được biến đổi để thể hiện vai trò của nó và
đặt c = 3 nên ta có k = 115 khi thực nghiệm với NS.

Bên cạnh đó, kích thước của tập dữ liệu đầu vào cũng sẽ ảnh hưởng tới thời
gian chạy và bộ nhớ cần thiết. Từ các quan sát, tác giả đã tạo ra các thực nghiệm
với cấu hình: Thay đổi các giá trị của B và γ đối với cả 2 bộ dữ liệu Facebook và
HEPT. Vì vậy, phần thực nghiệm được tiến hành 2 trường hợp: Đầu tiên, thử với
bộ dữ liệu nhỏ, Facebook, với B từ 100 tới 500 và γ được gán lần lượt từ 0.1 tới
0.5. Thứ hai, thực nghiệm với bộ dữ liệu lớn hơn, HEPT, với B được gán lần lượt
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là 30, 50, 70 và 100; γ là 0.1, 0.2 và 0.3.
Để tiện biểu diễn và kí hiệu trên hình vẽ, ta quy ước các lần chạy NS khi γ

thay đổi từ 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 đến 0.5 là NS.γ = 0.1, NS.γ = 0.2, NS.γ = 0.3,
NS.γ = 0.4 và NS.γ = 0.5. Các kí hiệu K, M lần lượt viết tắt cho hàng nghìn
và hàng triệu. Luận án cũng sử dụng phương pháp mô phỏng Monte Carlo để đạt
được ước lượng cho hàm ảnh hưởng f với 10,000 lần mô phỏng [43].

Các thực nghiệm được chạy trên hệ điều hành Linux với cấu hình 2× Intel(R)
Xeon(R) CPU E5-2697 v4 @ 2.30GHz và 4 × 16 GB DIMM ECC DDR4 @
2400MHz.

3.5.3. Nhận xét kết quả thực nghiệm

Phần kết quả thực nghiệm cho thấy về chất lượng lời giải GUN cho kết quả
tốt nhất, nhưng NS thấp hơn không đáng kể. Ngược lại, NS lại cho thấy sự vượt
trội khi giảm số lượng truy vấn, thời gian chạy và bộ nhớ dùng cho tập dữ liệu khi
chạy thuật toán (Hình 3.1 đến Hình 3.3).

a) Ước lượng hàm ảnh hưởng

Hình 3.1 minh họa các giá trị của hàm F , một ước lượng của hàm f phụ thuộc
các giá trị của B. Với hình 3.1(a), đường màu đỏ biểu diễn cho GUN, nằm cao
hơn so với các đường khác tại tất cả các mốc B trong khi các đường của NS gần
như là giống nhau. Cho dù các giá trị F của GUN cao hơn NS, thì sự cao hơn
này cũng không đáng kể.

Lý do giá trị F của GUN cao hơn NS vì GUN chọn tất cả các e thỏa mãn
điều kiện trong khi NS chỉ giữ lại những e nào vừa thỏa mãn điều kiện mà vừa
vượt qua được ngưỡng. Tuy nhiên, các giá trị nhỏ hơn của NS là chấp nhận được
vì nó giảm thời gian chạy và số lần truy vấn lời gọi hàm. Hình 3.1(b) chỉ ra sự hội
tụ của những đường thẳng này. Tại mỗi mốc của B, giá trị F của GUN không cao
hơn là bao so với của NS. Những kết quả này chỉ ra rằng khi giá trị của B hoặc
kích cỡ đầu vào tăng lên , NS sẽ cho các ước lượng của hàm f không hề kém hơn
so với GUN hay thậm chí tốt hơn. Đây là một kết quả quan trọng bởi vì NS cần
phải cân bằng giữa chất lượng lời giải và thời gian chạy, đặc biệt khi dữ liệu đầu
vào có kích thước lớn.

b) Thời gian chạy

Hình 3.2(a)(b) so sánh thời gian chạy theo giây của GUN và NS theo sự
thay đổi của B và γ. Hình 3.2(a) minh họa 5 giá trị của γ với NS, 5 giá trị của B

từ 100 đến 500 trong khi Hình 3.2(b) minh họa 3 giá trị của γ từ 0,1 đến 0,3 và 4
giá trị khác của B từ 30 đến 100. Hình minh họa cho thấy lần chạy GUN thực sự
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Hình 3.1: Giá trị ước lượng của hàm f với các mốc B trên 2 bộ dữ liệu Facebook
và HEPT.

tốn nhiều thời gian hơn các lần chạy khác. Giá trị thấp hơn của γ cũng khiến mất
nhiều thời gian hơn để chạy NS, tuy nhiên, sự khác biệt của các trường hợp này
là không đáng kể. Mặt khác, thời gian chạy của GUN xấp xỉ cao hơn NS vài lần
khi giá trị của B hoặc kích thước của dữ liệu đầu vào tăng lên. Điều này chứng tỏ
việc áp dụng thuật toán luồng cho dữ liệu lớn tỏ ra vượt trội hơn so với tham lam.
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Hình 3.2: Thời gian chạy (a, b) và số lượng truy vấn (c, d) với các mốc B khác
nhau trên 2 bộ dữ liệu Facebook và HEPT
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c) Số truy vấn

Hình 3.2(c)(d) hiển thị hàng nghìn truy vấn mà cả hai thuật toán cần để tìm
ra lời giải S. Kết quả chỉ ra rằng NS vượt trội đáng kể so với GUN trong mọi
trường hợp của B trên cả Facebook và HEPT. Trong quá trình thiết lập B từ 100
đến 500 hoặc từ 30 đến 100 cho mỗi bộ dữ liệu và γ từ 0.1 đến 0.5, GUN phải sử
dụng hơn 87K cho đến gần 1.044M truy vấn để thu thập các phần tử cho S. Ngược
lại, NS với γ = 0.5 giảm xuống γ = 0.1 chỉ dành khoảng hơn 3K truy vấn đến
không quá 53K, trong đó NS.γ = 0.1 cần nhiều truy vấn hơn đáng kể so với khác
γ vì số lượng truy vấn của nó đã tăng từ khoảng 9K lên khoảng 53K theo sự tăng
trưởng của ngân sách B.

Kết quả trên đây rất có ý nghĩa khi số lượng truy vấn cần thiết trong NS

thấp hơn đáng kể từ 10 đến 20 lần so với GUN. Ngoài ra, khi kích thước của dữ
liệu đầu vào tăng lên đối với HEPT, sự chênh lệch số lượng truy vấn của GUN

và NS trở nên rõ ràng hơn nhiều. GUN cao hơn 82 lần cho tới 266 lần so với
NS.γ = 0.3 và cao hơn 72 cho tới 192 lần so với NS.γ = 0.1. Kết luận là khi đầu
vào tăng lên, số lượng truy vấn trong GUN cũng nhanh chóng tăng lên và GUN

cần nhiều truy vấn hơn NS để tìm ra lời giải.
NS cần ít truy vấn hơn GUN vì NS loại bỏ tất cả các phần tử e không thể

duy trì điều kiện của tập hợp O (dòng 9 và dòng 20 trong Thuật toán 9). Ngoài ra,
điều kiện ở các dòng 12 và dòng 24 trong Thuật toán 9 cũng làm giảm không gian
tìm kiếm. Do đó, số lượng truy vấn giảm mạnh. Điều này cũng giúp thời gian chạy
của NS cực kỳ nhanh hơn GUN. Nhìn chung, ít truy vấn hơn chứng minh rằng
thuật toán NS có hiệu suất cao hơn GUN.

d) Kích thước của các tập O khác nhau

Bảng 3.4: Sử dụng bộ nhớ (MB) của các thuật toán trên Facebook

Thuật toán Ngân sách B

100 200 300 400 500

NS.γ = 0.1 22732 22572 22588 22588 22968
NS.γ = 0.2 22600 22732 22600 22600 22856
NS.γ = 0.3 22588 22572 22588 22584 22860
NS.γ = 0.4 22732 22716 22716 22732 22864
NS.γ = 0.5 22600 22732 22728 22584 22872
GUN 22600 22716 22600 22728 22860
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Bảng 3.5: Sử dụng bộ nhớ (MB) của các thuật toán trên HEPT

Thuật toán Ngân sách B

30 50 70 100

NS.γ = 0.1 55864 40524 40464 40396
NS.γ = 0.2 40140 56376 56312 56316
NS.γ = 0.3 56440 40080 40296 55740
GUN 37432 56056 40076 55864

Bảng 3.4 và 3.5 cho biết mức sử dụng bộ nhớ trung bình của bộ nhớ vật lý và
bộ nhớ ảo, khi GUN và NS chạy với B và γ khác nhau. Với mỗi cột B, giá trị
tối thiểu được in đậm. Kết quả cho thấy sự khác biệt về bộ nhớ được sử dụng bởi
chính các thuật toán là không đáng kể. Tuy nhiên, nếu chúng ta phân tích lượng dữ
liệu được lưu trữ cho mỗi thuật toán, sự khác biệt là rất rõ ràng.

Thay vì tìm kiếm các phần tử trong toàn bộ tập hợp V như GUN nhiều lần,
NS chỉ xem xét các phần tử trong tập hợp O bị giới hạn ở O(Bγ log(B 1+ϵ

1−ϵ))) độ
phức tạp bộ nhớ. Điều này giúp NS hoạt động tốt với dữ liệu có kích thước lớn.

Để kiểm tra hiệu suất của NS khi thay đổi tham số đầu vào, NS được chạy
với nhiều giá trị B và γ sau đó thu thập số nút tối đa được lưu trong tập hợp O để
tìm ra giải pháp S. Sau đó, luận án so sánh những con số này với kích thước của
tập hợp cơ sở V để cho biết NS tiết kiệm bộ nhớ như thế nào (Hình 3.3).

Hình 3.3 so sánh số nút được lưu trong tập hợp O và kích thước của tập hợp
V cho từng trường hợp γ và B. Hình 3.3(a) vẽ kết quả của dữ liệu Facebook với γ
từ 0.1 đến 0.5 và B từ 100 đến 500 và Hình 3.3(b) minh họa kết quả của dữ liệu
HEPT với γ cũng từ 0.1 đến 0.5 và B trong {30, 50, 70, 100}. Ta có thể thấy rằng
bộ nhớ cần thiết cho O luôn thấp hơn bộ nhớ của V . Với B = 100 trên Facebook,
sự chênh lệch giữa bộ nhớ của O và bộ nhớ của V là lớn nhất. Tương tự, sự khác
biệt về bộ nhớ giữa O và V trên HEPT là lớn nhất tại B = 30. Đặc biệt, một tập
dữ liệu lớn như HEPT với 15K nút, bộ nhớ của O đặc biệt thấp hơn bộ nhớ của V .
Ngoài ra, giá trị của B cũng ảnh hưởng tới sự chênh lệch giữa O và V . Hình 3.3(b)
với giá trị B nhỏ và giá trị V lớn biểu thị sự giảm kích thước của O.

Thêm vào đó, việc thay đổi γ cũng có ảnh hưởng tới O. γ = 0.5 luôn làm cho
các nút được lưu trữ của O nhỏ nhất trong khi các nút khác làm cho kích thước
thay đổi không nhất quán. Đó là bởi vì O trong NS không chỉ phụ thuộc vào B

hay γ mà còn phụ thuộc vào việc lựa chọn e giúp tối đa hóa F (e). Tuy nhiên, sự
khác biệt về kích thước của O với các γ khác nhau tại cùng một B là không đáng
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Hình 3.3: Kích thước của O với các B và γ khác nhau trên 2 bộ dữ liệu Facebook
và HEPT

kể. Nhìn chung, thử nghiệm cho thấy NS tiết kiệm đáng kể dung lượng lưu trữ dữ
liệu so với GUN. Do đó, luồng là một giải pháp phù hợp cho vấn đề dữ liệu lớn.

3.6. Kết luận chương

Trong chương này, luận án đã trình bày hai thuật toán với sự đảm bảo về mặt
lý thuyết để giải quyết vấn đề tối đa hóa hàm submodular với ràng buộc chi phí
khi có nhiễu (nhiễu cộng hoặc nhiễu nhân). Thuật toán được đề xuất đầu tiên là
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GUN cung cấp tỉ lệ xấp xỉ

1

2

1− ϵ

1 + ϵ

(
1− 1

e

)(
1− 4ϵB

1− ϵ2

)
khi có nhiễu nhân ϵ, và trả về nghiệm S thỏa mãn

f(S) ≥ 1

2

(
1− 1

e

)
f(S∗)− 2ϵ(B + 1)

khi có nhiễu cộng ϵ.
Tuy nhiên, thuật toán tham lam GUN mất rất nhiều thời gian chạy khi dữ

liệu tăng lên về kích cỡ. Do đó, luận án đã cung cấp một thuật toán luồng 1 lần
quét, NS, với các đảm bảo về mặt lý thuyết. Cụ thể, khi có nhiễu nhân ϵ, NS trả về
tỉ lệ xấp xỉ là (1−ϵ1+ϵ)

2 (1−γ)
( 1−ϵ
1+ϵ )

2+2( 1
1−ϵ+B 3ϵ−ϵ2

1−ϵ2
)
. Trong nhiễu cộng ϵ, NS trả về một nghiệm

Sstr thỏa mãn f(Sstr) ≥ 1−γ
3 f(S∗) + ϵ− 2ϵB. Kết quả thử nghiệm cho thấy rằng

NS không chỉ cho hàm mục tiêu gần với GUN mà còn nhanh hơn nhiều lần so
với GUN. Điều này làm cơ sở để các nghiên cứu tiếp theo ta có thể vận dụng
thuật toán luồng để giải quyết vào nhiều bài toán khác cũng như áp dụng xử lý với
nhiễu trong các bài toán tối ưu hàm submodular khác.

Các nghiên cứu trong chương này đã được công bố trong bài báo Submodular
Maximization Subject to a Knapsack Constraint Under Noise Models, tạp chí Asia-
Pacific Journal of Operational Research, tập 39, số 6, (2022) (ISI/Q3).

127



CHƯƠNG 4
BÀI TOÁN PHỦ SUBMODULAR ĐƠN ĐIỆU TRÊN LƯỚI NGUYÊN

Chương 2 luận án đã nghiên cứu vấn đề mở rộng hàm submodular thành k-
submodular đáp ứng một số tình huống khi cần phân lớp các phần tử thành các tập
không giao nhau, phục vụ một số tình huống thực tiễn như tối đa ảnh hưởng k-chủ
đề, đặt k loại cảm biến... Tuy nhiên, trong thực tế còn tồn tại các tình huống một
phần tử tốt có thể được lựa chọn nhiều lần vào tập lời giải. Ví dụ khi một công
ty chọn các đại lý tốt để tiếp thị sản phẩm, công ty sẽ có xu hướng chọn đi chọn
lại các đại lý mang lại lợi nhuận cao. Các tình huống như vậy cần mở rộng hàm
submodular trên lưới nguyên.

Luận án đặt vấn đề nghiên cứu bài toán Phủ Submodular (Submodular Cover
- SC) đơn điệu trên lưới nguyên do tính mới của bài toán này. Các nghiên cứu hiện
nay còn một số hạn chế khi hàm mục tiêu cho giá trị nguyên hoặc độ phức tạp truy
vấn cao. Luận án giải quyết bài toán bằng thuật toán xấp xỉ tiêu chí kép được thiết
kế song song với độ phức tạp truy vấn và độ phức tạp song song thấp, khắc phục
các hạn chế của các nghiên cứu hiện có.

Đối với bài toán này, luận án đưa ra các kết quả nghiên cứu lý thuyết với các
đóng góp về chất lượng lời giải, độ phức tạp song song và độ phức tạp truy vấn,
được chứng minh chặt chẽ qua các Bổ đề và Định lý. Bài toán SC trên lưới nguyên
là hướng nghiên cứu mới, các công bố chủ yếu hiện nay là đưa ra các đảm bảo lý
thuyết thuần túy.

4.1. Phát biểu bài toán, hàm mục tiêu và một số quy ước quan trọng

4.1.1. Phát biểu bài toán

Hiện nay có nhiều bài toán thực tiễn đang thu hút nhiều sự quan tâm như tối
ưu ngân sách, tối ưu lực lượng với yêu cầu lợi ích thu được tối thiểu đạt mức nào
đó là chấp nhận được. Các nghiên cứu như vậy, có thể áp dụng trong lan truyền
tiếp thị [63, 40, 114, 113], phân chia tài nguyên [128], hệ thống tư vấn [98], tóm
tắt dữ liệu [99], chọn bộ kích hoạt [107]... Một dạng tổng quát của các bài toán
này là Phủ Submodular (SC) được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 4.1 (Bài toán SC). Cho một hàm submodular đơn điệu không âm
f : 2V 7→ R+ và một ngưỡng α > 0, bài toán yêu cầu tìm một tập lời giải S ⊆ V

với lực lượng nhỏ nhất sao cho f(S) ≥ α.

Trong chương này, luận án mở rộng nghiên cứu giải bài toán SC trên lưới
nguyên, với hàm mục tiêu submodular được mở rộng thành hàm DR-submodular
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(Disminishing Return Submodular). Bài toán SC được tổng quát hoá thành Phủ
DR-Submodular (DRSC) được phát biểu như sau:

Định nghĩa 4.2 (Bài toán DRSC). Cho một hàm DR-submodular đơn điệu f :

ZV
+ 7→ R+, một số nguyên dương B là giá trị lớn nhất trên một trục tọa độ bất kỳ

của một vec-tơ trong ZV
+, và một ngưỡng α > 0. Bài toán cần tìm vec-tơ lời giải

x ≤ B có lực lượng nhỏ nhất sao cho hàm mục tiêu không nhỏ hơn α, hay:

min ∥x∥1 s.t f(x) ≥ α,0 ≤ x ≤ B, (4.1)

trong dó B = B · 1 và ∥x∥1 =
∑

e∈V x(e).

Đối với hàm submodular là hàm tập hợp, một phần tử e của tập cơ sở chỉ
được chọn một lần. Để phần tử e được chọn lại nhiều lần cần có sự mở rộng tập
hợp trên lưới nguyên. Khi đó, tập hợp trở thành đa tập hợp {x}, tương ứng với
một vec-tơ x ∈ ZV

+. Số lần phần tử e xuất hiện gọi là x(e). Ví dụ, cho tập cơ sở
V = {e1, e2, e3}, vec-tơ x = (2, 4, 0) trên lưới nguyên biểu diễn đa tập hợp {x}
tương ứng {e11, e12, e21, e22, e23, e24, e21}. Với một tập con A ⊆ V bất kỳ, kích cỡ
của x là ∥x∥1 =

∑
e∈A x(e), là tổng số phần tử có mặt trong đa tập hợp {x} tương

ứng, trong ví dụ trên là 7 phần tử.

4.1.2. Hàm mục tiêu và một số quy ước quan trọng

Khi hàm submodular f là hàm tập hợp, f : 2V 7→ R+, nó thỏa mãn tính
chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần (Định nghĩa 1.4). Tuy nhiên, trên lưới nguyên,
tính chất submodular và tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần không còn là một.
Submodular lúc này được phân tách thành lợi nhuận hiệu suất giảm dần và lattice
submodular [128].

- Lợi nhuận hiệu suất giảm dần trên lưới nguyên
Lợi nhuận hiệu suất giảm dần (Diminishing Return submodular), thường gọi

là DR-submodular, là tính chất tổng quát của submodular trên lưới nguyên [128].
Tính chất này mạnh hơn và phổ dụng hơn so với lattice submodular vì nó liên
quan trực tiếp đến lợi ích thu về khi thêm một phần tử vào một tập trên lưới
nguyên [128].

Để phát biểu tính chất DR-submodular, ta cần xây dựng các quy ước tập hợp
như sau:

Cho một số nguyên dương k ∈ N, ký hiệu [k] đại diện cho tập {1, . . . , k}.
Cho tập cơ sở V = {e1, . . . , en}, ta ký hiệu x(e) là giá trị tọa độ của vec-tơ
x ∈ ZV

+ ứng với phần tử e nào đó. Ta cũng ký hiệu vec-tơ đơn vị thứ e (e-th
unit vec-tơ) là χe với χe(t) = 1 nếu t = e và χe(t) = 0 nếu t ̸= e. Để nhất
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quán, ký hiệu f(χe|x) = f(x+ χe)− f(x) là lợi nhuận biên (marginal gain) khi
thêm một phần tử e vào trong tập hợp do vec-tơ x biểu diễn. Đồng thời, ký hiệu
f(x|y) = f(x+ y)− f(y) là lợi ích đóng góp của vec-tơ y vào vec-tơ x.

Thêm vào đó, với mọi vec-tơ x,y ∈ ZV
+, nói rằng x ≤ y nếu và chỉ nếu

x(e) ≤ y(e),∀e ∈ V . Lúc này, hàm f : ZV
+ 7→ R+ thỏa mãn tính chất DR-

submodular khi và chỉ khi:

f(x+ χe)− f(x) ≥ f(y + χe)− f(y), (4.2)

với x,y ∈ ZV
+,x ≤ y.

- Tính chất đơn điệu tăng xét trên lưới nguyên
Bài toán DRSC đang được xét với f là hàm đơn điệu. Hàm f là hàm đơn

điệu tăng khi và chỉ khi:

f(x) ≤ f(y) ∀x ≤ y. (4.3)

Để thuận tiện trong xây dựng các thuật toán và phân tích lý thuyết, Bảng 4.1
sẽ tóm tắt các ký hiệu thường dùng trong chương này. Ngoài ra, để giải bài toán
này, ta cũng cần giả sử cách tính hàm f đã cho trước thông qua một hộp đen có thể
ước lượng giá trị (ước lượng truy vấn của hàm mục tiêu). Tức là với mọi vec-tơ x

bất kỳ, ta đều tính được f(x). Không giảm tổng quát, giả sử f(0) = 0.

4.2. Ứng dụng của bài toán

Bài toán có ứng dụng khi một phần tử cho lợi ích “tốt” được lựa chọn nhiều
lần. Một số tình huống thực tiễn được đặt ra cần giải quyết với DR-submodular
được xem xét dưới đây.

1. Đặt cảm biến. Giả sử có một số loại cảm biến với các mức năng lượng khác
nhau. Giả định có sự đánh đổi đơn giản giữa thông tin thu được và chi phí tốn kém.
Các cảm biến ở mức năng lượng cao có thể thu thập một lượng đáng kể thông tin,
nhưng phải trả chi phí cao cho việc đặt chúng. Cảm biến mức năng lượng thấp có
thể được đặt với chi phí thấp, nhưng chúng chỉ có thể thu thập thông tin hạn chế.
Trong kịch bản này, chúng ta muốn quyết định loại cảm biến nào sẽ được đặt tại
mỗi vị trí, thay vì chỉ quyết định có nên đặt một cảm biến tại vị trí đó hay không.
Hay một vị trí có thể đặt nhiều cảm biến để thu được lượng thông tin tương ứng,
nhưng chi phí rẻ hơn so với đặt một loại cảm biến khác tốn chi phí hơn. Một kịch
bản như vậy nằm ngoài các mô hình dựa trên các hàm tập hợp submodular. Ta cần
phải xét giải bài toán trên lưới nguyên.

2. Tối ưu phân bổ tài nguyên, ngân sách. Một tình huống tương tự cũng nảy
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Ký hiệu Mô tả
V Tập cơ sở V = {e1, e2, .., en}
n Kích cỡ của tập V

ϵ, λ Các tham số chính xác cho trước, ϵ, λ ∈ (0, 1)

[m] Tập hợp gồm m số nguyên dương, [m] = {1, 2, . . . ,m}
x Vec-tơ bất kỳ trên ZV

+

yi Vec-tơ được tạo bởi tiền tố của ai trong dãy A, yi =
∑i

j=1 χaj

f(x) Giá trị của hàm mục tiêu
o, opt o là vec-tơ lời giải tối ưu, opt = f(o)

χe Vec-tơ đơn vị của phần tử e ∈ V

{x} Đa tập hợp (multiset) chứa tất cả các phần tử của vec-tơ x,
trong đó mỗi e ∈ V xuất hiện nhiều lần

x(e) Giá trị toạ độ của phần tử e trong vec-tơ x bất kỳ, với e ∈ V

||x||1 Kích cỡ chuẩn của x với ||x||1 =
∑

e∈V x(e)

∧ Phép toán lấy giá trị nhỏ nhất trên từng tọa độ,
tức là ∀x,y và ∀e ∈ V , x ∧ y(e) = min{x(e),y(e)}

∨ Phép toán lấy giá trị lớn nhất trên từng tọa độ, tức là ∀x,y
và ∀e ∈ V , x ∨ y(e) = max{x(e),y(e)}

x+ y
Tổng 2 vec-tơ với đa tập hợp {x+ y}

trong đó các đỉnh e ∈ V xuất hiện x(e) + y(e) lần
α Ngưỡng tối thiểu của hàm f

θ Ngưỡng tham lam giảm dần của thuật toán
B Lực lượng tối đa trên 1 trục tọa độ, B > 0

0 Vec-tơ 0, trong đó mỗi phần tử e ∈ V đều xuất hiện 0 lần, 0(e) = 0

1 Vec-tơ biểu diễn tập V , trong đó mỗi phần tử của V đều được chọn
B Vec-tơ chặn trên của mọi vec-tơ x trên lưới nguyên, B = B.1

f(χe|x)
f(χe|x) = f(x+ χe)− f(x): lợi nhuận biên (marginal gain)

khi thêm một phần tử e vào x

f(x|y) f(x|y) = f(x+ y)− f(y)

A Dãy các phần tử được rút ngẫu nhiên liên tiếp, A = [a1, . . . , am]

X Dãy các phần tử được lấy từ V

Xi Dãy các phần tử được lấy từ X để bổ sung vào x

R Tập con được lấy ngẫu nhiên từ X

N Số phần tử của R được lấy ra từ X

I Tập hợp các ví trí σi sắp xếp tăng dần của các xâu con Rσi của R

C Tập hợp giới hạn các phần tử v là ước lượng của opt

Bảng 4.1: Các ký hiệu thường dùng trong bài toán DRSC

sinh trong bài toán phân bổ ngân sách tối ưu. Trong vấn đề này, chúng ta muốn
phân bổ ngân sách giữa các nguồn quảng cáo sao cho (ít nhất) một số lượng khách
hàng nhất định bị ảnh hưởng trong khi giảm thiểu tổng ngân sách. Một lần nữa,
chúng ta phải quyết định nên dành bao nhiêu ngân sách cho mỗi nguồn quảng cáo.
Do đó, hàm tập hợp không thể giải quyết được tình huống này.

Các tình huống tương tự như trên thúc đẩy các nhà nghiên cứu tìm hiểu các
phiên bản tổng quát hóa của tính submodular và lợi nhuận hiệu suất giảm dần được
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định nghĩa trên các lưới nguyên (Integer lattice), trở thành DR-submodular. Nếu
ta xét thêm điều kiện giới hạn về lực lượng ít nhất mà vẫn thu được tối thiểu lượng
thông tin α, bài toán trở thành thể hiện của bài toán DRSC.

4.3. Các thách thức của bài toán

Soma và Yoshida [128] lần đầu tiên mở rộng hàm f trên lưới nguyên, tức là 2V+
trở thành ZV

+, và xem xét submodular với các tính chất tổng quát hơn trên miền này.
Các ông cũng khẳng định tính chất lợi nhuận hiệu suất giảm dần trên lưới nguyên,
DR-submodular, là phiên bản tổng quát nhất của submodular trên lưới nguyên.

Việc nghiên cứu giải bài toán Phủ Submodular đơn điệu trên lưới nguyên là
một bài toán mới hiện nay, và có nhiều thách thức đặt ra:

- Mặc dù đã có nhiều công trình nghiên cứu để giải SC, thách thức khi giải
DRSC gặp phải là các tính chất của submodular sẽ không còn giữ nguyên khi xét
trên lưới nguyên mà có sự mở rộng và khái quát hơn. Do vậy, các phương pháp
thiết kế thuật toán theo hướng xấp xỉ lời giải tối ưu đã có đối với hàm tập hợp
submodular chưa chắc đã áp dụng được trên lưới nguyên, hoặc không đạt được kết
quả tốt như với hàm tập hợp;

- Bài toán SC là bài toán NP-khó, cho nên bài toán DRSC cũng là bài toán
NP-khó;

- Vì không gian tìm kiếm là không gian nhiều chiều, ZV
+, nên số tổ hợp cần

tìm sẽ tăng lên rất nhiều, ảnh hưởng tới thời gian tìm kiếm lời giải của thuật toán.
Đồng thời, số lượng truy vấn lời gọi hàm cũng tăng nhanh theo;

- Đây là hướng nghiên cứu mới, cần đóng góp các thuật toán xấp xỉ có giá trị
về mặt lý thuyết. Bài toán sẽ trở nên khó giải khi phải đảm bảo 2 ràng buộc, tìm
lời giải tối ưu o ∈ Z+ có kích thước (hoặc chi phí) nhỏ nhất và giá trị hàm mục
tiêu của lời giải vượt ngưỡng cho trước.

Ta cũng có thể dẫn hàm f DR-submodular trên lưới nguyên về hàm tập hợp.
Khái quát, giả sử có tập V = {e1, e2, e3}, cho r ∈ Z+ là giới hạn số lần chọn
nhiều nhất của từng phần tử của V . Một vec-tơ x = (2, 4, 0) ∈ ZV

+ tức là có
2 phần tử e1, 4 phần tử e2 và không có phần tử e3 nào được lựa chọn đưa vào
vec-tơ. Khi đưa hàm f từ không gian lưới nguyên về hàm tập hợp, không gian
tìm kiếm sẽ là tập cơ sở mới V ′ mới gồm B phần tử e1, B phần tử e2 và B

phần tử e3. Tuy nhiên, hệ quả là tập cơ sở sẽ có kích cỡ là |V ′| = B.|V | gồm
V ′ = {e11, e12, . . . , e1B, e21, e22, . . . , e2B, e31, e32, . . . , e3B}. Như vậy không gian
tìm kiếm sẽ tăng lên nhiều khi V là tập dữ liệu có kích thước lớn. Ngoài ra, cách
dẫn về hàm tập hợp này cũng không thể làm việc được khi f là hàm lattice sub-
modular [128].
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Với bài toán DRSC, ta cũng có thể vận dụng trực tiếp các thuật toán đã
giải cho SC sang DRSC nhờ vận dụng phương pháp dẫn về của Ene và Huy
Nguyen [47], biểu diễn lưới nguyên thành đa tập hợp kích thước nB. Tuy nhiên,
các thuật toán này chiếm Ω(nB) truy vấn để ước lượng hàm f . Điều này làm cho
giải bài toán sẽ không còn là đa thức khi tập dữ liệu đầu vào có kích thước là
O (n logB). Như vậy, phương pháp dẫn về chưa thể giải quyết DRSC một cách
hiệu quả.

Từ các thách thức này, luận án đặt vấn đề nghiên cứu một hướng tiếp cận giải
bài toán tối ưu hàm submodular phổ biến hiện nay đó là thiết kế thuật toán song
song nhằm giảm thời gian tính toán. Đồng thời, luận án đề xuất thuật toán xấp xỉ
tiêu chí kép (bi-criteria approximation algorithm) hiệu quả, cải tiến hơn so với các
tác giả sử dụng giải pháp tương tự [63, 128] cho hai bài toán DRSC và SC.

Để xây dựng được thuật toán giải hiệu quả cần phải có các nghiên cứu về các
bài toán SC và DRSC. Phần tiếp theo sẽ bàn về bối cảnh nghiên cứu hiện nay.

4.4. Các vấn đề nghiên cứu có liên quan

Để giải bài toán SC, các nhà nghiên cứu đã tập trung đề xuất các thuật toán
xấp xỉ cạnh tranh dựa trên thủ tục tham lam [145, 63, 107, 98]. Tuy nhiên, bài
toán là NP-khó và không thể tính xấp xỉ với tỉ lệ (1 − o(1)) log(n) trừ khi NP ⊂
DTIME(nO(log log n)), trong đó n là kích thước của tập cơ sở [54]. Wolsey và cộng
sự [145] lần đầu tiên đề xuất một thuật toán tham lam đơn giản nhưng hiệu quả
với tỉ lệ xấp xỉ 1 + ln(maxe∈V f(e)/β) trong đó f là số thực và β là mức tăng lợi
nhuận biên khác 0 nhỏ nhất của bất kỳ phần tử nào được thuật toán tham lam thêm
vào lời giải.

Sau đó, Wan và cộng sự [139] đã giải bài toán Phủ Submodular với chi phí
tối thiểu (Minimum Cost Submodular Cover - MCSC). Đó là một phiên bản tổng
quát của bài toán SC trong đó mỗi phần tử e có chi phí dương c(e) và hàm chi phí
c là hàm cộng, nghĩa là c(S) =

∑
e∈S c(e). Bài toán yêu cầu tìm nghiệm S ⊆ V

sao cho c(S) là nhỏ nhất. Các tác giả đã đề xuất một thuật toán tham lam với tỉ
lệ xấp xỉ là ρ ln(maxe∈V f(e)), trong đó ρ = min

∑
e∈S,S⊆V c(e)/c(S) được gọi là

độ cong (curvature) của hàm c. Các tác giả trong [63] đã đề xuất một thuật toán
tham lam khác trả về giải pháp xấp xỉ (1 + ln(α/ϵ), 1− ϵ) cho bài toán MCSC.

Gần đây, Soma và Yoshida đã giới thiệu bài toán SC trên lưới nguyên [128].
Bên cạnh việc nêu 2 tính chất lattice submodular và DR-submodular, các tác giả
cũng đã đề xuất một thuật toán xấp xỉ với 2 tỉ lệ xấp xỉ được đưa ra là σ1 cho hàm
mục tiêu, và σ2 cho hàm chi phí. Cho nên, các thuật toán được gọi là thuật toán xấp
xỉ tiêu chí kép. Thuật toán của họ thực hiện trong O (n log(Bn) logB) truy vấn.
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Tuy nhiên, họ xem xét bài toán tổng quát của SC trên lưới nguyên với hàm
mục tiêu f là DR-submodular đơn điệu tăng và hàm chi phí là hàm giả cộng
tính (subadditive) c : ZV

+ 7→ R+, có nghĩa là, c(x + y) ≤ c(x) + c(y) với mọi
x,y ∈ ZV

+. Bài toán họ nghiên cứu yêu cầu cần tối thiểu hóa chi phí c(·) để
f ≥ α với α > 0 là một ngưỡng cho trước. Thuật toán của họ cho lời giải x
thoả mãn c(x) ≥ (1 + ϵ)ρ(1 + log(d/β)c(o)), và f(x) ≥ (1 − λ)α, với ρ là
một độ cong của c, d = maxe∈V f(χe) là giá trị lớn nhất của f trên tất cả các
vec-tơ đơn vị chuẩn và β là giá trị nhỏ nhất của số gia dương của f trong miền
khả thi, ϵ, λ > 0 là các tham số đầu vào. Thuật toán của họ cần thời gian chạy
là O(n log(nBcmax/(λcmin)) log(B)/ϵ), với cmin, cmax lần lượt là các chi phí nhỏ
nhất, lớn nhất của các đỉnh.

Do sự tăng trưởng theo cấp số nhân của dữ liệu trong các ứng dụng SC và
DRSC (ví dụ: tăng trưởng của người dùng trong các mạng xã hội), cần phải đưa
ra các thuật toán hiệu quả không chỉ cung cấp các đảm bảo xấp xỉ mà còn có thể
mở rộng quy mô dữ liệu lớn về kích cỡ. Một phương pháp đơn giản để cải thiện
hiệu quả của thuật toán là giảm độ phức tạp của truy vấn, qua đó góp phần giảm
thời gian chạy vì độ phức tạp của truy vấn là vấn đề chính chi phối thời gian chạy
của thuật toán.

Tuy nhiên, khi kích cỡ của dữ liệu tăng lên, phương pháp này có thể không
đủ. Thuật toán song song hóa là một thiết kế tốt được lựa chọn trong nhiều công
bố gần đây [11, 2, 1]. Thiết kế song song dựa trên khái niệm về độ phức tạp song
song (adaptivity hoặc adaptive comlexity) được Balkanski phát biểu như sau:

Định nghĩa 4.3 (Độ phức tạp song song [10]). Cho một cách ước lượng hàm f , độ
phức tạp song song của một thuật toán là số vòng lặp tối thiểu cần dùng để trong
mỗi vòng lặp đó thuật toán tạo ra một số lượng đa thức các truy vấn tới ước lượng
hàm f một cách độc lập với nhau.

Đây là phép đo quan trọng để xác định hiệu suất của thuật toán song song
thiết kế cho bài toán tối ưu hàm submodular. Độ phức tạp song song là số vòng
tuần tự tối thiểu trong đó mỗi vòng tạo ra một số truy vấn f được tiến hành song
song, độc lập với nhau. Do đó, thuật toán có độ phức tạp song song thấp sẽ giảm
được số vòng tuần tự cần phải thực hiện. Cách tiếp cận này cho hiệu quả để cải
thiện các thuật toán, góp phần làm giảm thời gian chạy cho bài toán tối ưu hàm
submodular.

Đối với bài toán SC, các thuật toán tham lam được thiết kế tuần tự thường có
độ phức tạp song song là Ω(|S|) và có thể đạt tới O(n), trong đó S là nghiệm trả
về và |S| có thể lớn tới n. Do đó, các thuật toán này mất quá nhiều thời gian để
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tìm kiếm được lời giải. Ngoài ra, một thuật toán luồng để giải SC đã được đề xuất
trong [108]. Trong công bố của họ, thuật toán đã trả về một giải pháp xấp xỉ tiêu
chí kép (1−1/ log(1/ϵ), 2 log(1/ϵ)) nhưng nó vẫn yêu cầu số vòng để song song là
O(n). Thêm vào đó, Fahrbach và cộng sự [52] đã đề xuất thuật toán ngẫu nhiên có
tỉ lệ xấp xỉ O (logα) theo kỳ vọng nhưng yêu cầu O (log(n log(α)) log(α)) vòng
lặp cho SC.

Gần đây, Ran và cộng sự [119] lần đầu tiên cung cấp một thuật toán song song
hiệu quả và ngẫu nhiên cho bài toán SC. Trong đó f có giá trị nguyên, chạy trong
O
(
log(n) log(m) log2(mn)/ϵ4

)
vòng, cho tỉ lệ xấp xỉ H (min{σ, α}) /(1 − 5ϵ)

trong đó H là số Harmornic, m = f(V ) ≥ α và ϵ ∈ (0, 1/5). Trong trường hợp
này, thuật toán của tác giả cải tiến đáng kể độ phức tạp song song lên tới O(log n)

cho các lời giải xấp xỉ cùng theo tiêu chí kép. Tuy nhiên, họ chỉ giải với hàm f có
giá trị nguyên.

Đối với DRSC, các công trình của Soma và Yoshida [128] là công trình
đầu tiên nghiên cứu về DRSC bằng cách xem xét hàm DR-submodular trên lưới
nguyên ZV

+ (DRSC) với c là hàm giả cộng tính. Vì DRSC tổng quát hóa SC, nên
nó kế thừa độ khó của SC đã được đề cập trong [54]. Trong [128], các tác giả đã
giới thiệu thuật toán tham lam giảm ngưỡng trả về giải pháp xấp xỉ tiêu chí kép
((1 + 3ϵ)ρ(1 + log(d/β)), 1 − λ), trong đó ϵ, λ ∈ (0, 1) là các tham số đầu vào,
d = maxe∈V f(χe) và ρ là độ cong của c. Thuật toán đã thực hiện số truy vấn
là O (log(nBcmax/(λcmin)) log(B) log(n)/ϵ). Tuy nhiên, nó cũng chạy trong các
vòng tuần tự là O (n log(nBcmax/(λcmin)) log(B)/ϵ) nên khó có thể song song
hóa một cách hiệu quả. Tuy nhiên, công trình của các tác giả nói trên là cơ sở để
các nghiên cứu khác khi nghiên cứu tối đa hóa các hàm DR-submodular với các
ràng buộc khác nhau [128, 129].

Một hướng nghiên cứu khác là của hai tác giả Ene và Huy Nguyen [47]. Họ
đã giới thiệu một phương pháp dẫn về từ DR-submodular về submodular. Công
bố của họ cho phép giải quyết bài toán tối đa hàm DR-submodular với ràng buộc
lực lượng và chi phí trong thời gian đa thức với kích cỡ đầu vào là O(n logB). Ý
tưởng của họ đó là biểu diễn x(e) dưới dạng nhị phân cho mỗi phần tử e ∈ V và
tạo ra một tập cơ sở có kích cỡ O(n logB).

Ta có thể áp dụng thuật toán cho độ phức tạp song song thấp của [52, 119] cho
DRSC bằng phương pháp dẫn về của Ene và Huy [47]. Tuy nhiên, số vòng lặp tuần
tự và độ phức tạp truy vấn của thuật toán có được lớn hơn rất nhiều so với thuật
toán được đề xuất bởi luận án này, (xem Bảng 4.2 để so sánh). Gần đây, Ene và
Huy đã công bố một thuật toán song song cho cực đại hàm DR-submodular [49].
Song thuật toán này cần một ước lượng tiên đoán cho gradient của phần mở rộng
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liên tục của hàm DR-submodular. Vì vậy, nó không thể áp dụng một cách trực tiếp
cho bài toán DRSC trên lưới nguyên được.

Như vậy, có rất nhiều thuật toán tích cực cho SC và DRSC trong nghiên cứu;
tuy nhiên, một số đó có độ phức tạp song song cao khi chúng liên tục phải tính
toán các hàm mục tiêu [145, 63, 98, 107], trong khi một số khác chỉ áp dụng cho
SC [52, 119]. Hiện nay, chưa có thuật toán xấp xỉ nào cho DRSC với độ phức
tạp song song thấp. Điều này đã thúc đẩy tác giả và nhóm nghiên cứu đề xuất một
thuật toán đảm bảo hiệu suất làm giảm đáng kể độ phức tạp truy vấn và độ phức
tạp song song so với các thuật toán hiện đại đối với cả hai bài toán DRSC và SC.

4.5. Thuật toán xấp xỉ cho bài toán DRSC

4.5.1. Kết quả mới của luận án

Việc tìm được lời giải tối ưu sao cho chi phí nhỏ nhất với ràng buộc hàm f(·)
là hàm submodular làm cho bài toán trở nên khó khăn hơn khi phải thỏa mãn cả
hàm chi phí và hàm submodular. Do đó, luận án sử dụng thuật toán xấp xỉ tiêu chí
kép để tìm một thuật toán xấp xỉ hiệu quả giải bài toán DRSC. Thuật toán xấp xỉ
tiêu chí kép được đưa ra khi nới lỏng các ràng buộc của bài toán, cho lời giải có
hai tỉ lệ xấp xỉ, được định nghĩa như sau:

Định nghĩa 4.4 (Thuật toán xấp xỉ tiêu chí kép (σ1, σ2)). Thuật toán là xấp xỉ tiêu
chí kép với tỉ lệ (σ1, σ2) cho bài toán DRSC khi nó trả lại lời giải x thỏa mãn
∥x∥1 ≤ σ1 · ∥o∥1 và f(x) ≥ σ2 · α với σ1 > 1, σ2 > 0, và o là lời giải tối ưu.

Để dễ tiếp cận với phương pháp giải, trước tiên luận án giới thiệu một phiên
bản đơn giản hóa của thuật toán được đề xuất với giả định opt đã biết (Thuật
toán 11), với opt là kích thước của giải pháp tối ưu. Sau đó, phần giả định này
sẽ được loại bỏ trong phiên bản chính (Thuật toán 12) khi xấp xỉ opt trong một
khoảng thích hợp.

Các đóng góp của luận án có thể kể đến như sau: Luận án đề xuất một thuật
toán xấp xỉ tiêu chí kép ((1+ϵ)(1+log(1/λ)), 1−λ) cho bài toán DRSC, với ϵ, λ ∈
(0, 1) là các đầu vào đã cho. Thuật toán cần O ((n+ log(n) log(B)) log(nB)) truy
vấn và chạy với độ phức tạp song song là O(log n). Như vậy, thuật toán được
đề xuất không chỉ cải tiến được tỉ lệ xấp xỉ mà còn thực sự giảm đáng kể độ
phức tạp truy vấn và độ phức tạp song song so với các thuật toán tiên tiến hiện
nay [128, 52, 119, 47]. Các đóng góp được mô tả chi tiết như dưới đây:

1. Về mặt chất lượng lời giải. Thuật toán cho lời giải xấp xỉ với tỉ lệ hằng
số là (1 + ϵ)(1 + log(1/λ)) và giá trị hàm f gần tùy ý với α (trong giới hạn sai
số λ > 0). Như vậy, thuật toán của tác giả cho tỉ lệ xấp xỉ tốt hơn so với thuật
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toán tất định tốt nhất được đề xuất bởi Soma và Yoshida [128]. Thuật toán của
họ thực tế phụ thuộc vào O(log d), với d = maxe∈V f(χe)). Thuật toán được nêu
trong luận án cũng đảm bảo xấp xỉ tốt hơn thuật toán ngẫu nhiên tốt nhất hiện
nay nếu kết hợp hai phương pháp được đề xuất bởi Ran [119] về thuật toán song
song và phương pháp của Ene và Huy Nguyen [47] dẫn DRSC về SC. Tỉ lệ xấp
xỉ của thuật toán có được khi kết hợp các phương pháp của họ sẽ phụ thuộc vào
O(H(min{maxe∈S f(e), α})). Ngoài ra, lưu ý rằng thuật toán của họ chỉ giải quyết
trường hợp hàm mục tiêu mang giá trị nguyên.

2. Về độ phức tạp. Thuật toán ngẫu nhiên cho độ phức tạp song song tốt nhất
là thuật toán kết hợp giữa [119] và [47]. So với các kết hợp này, thuật toán trong
luận án cho độ phức tạp song song thấp hơn 1 hệ số là Ω(log(m) log2(mn logB)

(1 + log(logB)/ log(n))). Đồng thời, thuật toán cũng cho độ phức tạp truy vấn
thấp hơn 1 hệ số là Ω(min{log(n) log(B)/ log(nB), n}·log(m) log2(mn log(B)))

với m = f(B · 1). So sánh với thuật toán tất định cho độ phức tạp truy vấn
tốt nhất của Soma và Yoshida [128], thuật toán cho độ phức tạp song song và
độ phức tạp truy vấn ít hơn 1 hệ số lần lượt là Ω(min{n/ log(n), log(B)}) và
Ω(n log(B)(1 + log(B))).

3. Về giải bài toán SC. Để giải bài toán SC, thuật toán cho lời giải xấp xỉ tiêu
chí kép ((1 + ϵ)(1 + log 1/λ), 1− λ) với độ phức tạp song song là O (log n) và độ
phức tạp truy vấn là O (n log n). Đây là các đảm bảo lý thuyết có giá trị và vượt
trội hơn so với các thuật toán xấp xỉ hiện nay được đề xuất bởi [119, 52].

4. Kỹ thuật được sử dụng. Để giảm độ phức tạp song song, luận án đã vận
dụng ý tưởng kỹ thuật Lấy mẫu song song tuần tự (adaptive sequential sampling)
của Balkanski nêu trong [10] nhưng cần một số biến đổi phù hợp: (1) lấy mẫu một
dãy các phần tử trên lưới nguyên, và (2) lặp đi lặp lại thêm một vec-tơ vào vec-tơ
lời giải khi nó có tỉ lệ lợi nhuận biên với kích cỡ của nó tốt.

Mặc dù các thuật toán ngẫu nhiên gần đây cho tỉ lệ song song thấp của Ran
và cộng sự [119], và của Ene và Huy Nguyen [47] cũng vận dụng ý tưởng lấy mẫu
song song tuần tự, nhưng việc sinh ra các mẫu trên tập cơ sở V của các thuật toán
này làm cho độ phức tạp của nó tăng lên khi áp dụng trên lưới nguyên. Bên cạnh
đó, thuật toán của họ tái sử dụng phương pháp của Blelloch [14] chỉ áp dụng được
cho bài toán Tập phủ cực đại (Set Cover), và nó cũng chỉ làm việc được với hàm
mục tiêu có giá trị nguyên.

Khác với các công bố trên đây, luận án sử dụng một thuật toán lấy mẫu để
sinh ra một dãy các phần tử thỏa mãn ràng buộc trên lưới nguyên. Sau đó, các tiền
tố (prefix) của dãy phần tử này sẽ được lấy ra và đánh giá, so sánh dựa trên tỉ lệ
giữa lợi nhuận biên của từng tiền tố khi thêm vào tập lời giải với kích cỡ của nó.
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Bên cạnh đó, luận án kết hợp với phương pháp ngưỡng giảm dần (decreasing
threshold), là phương pháp được đề xuất bởi Bandanidiyuru và cộng sự [6]. Phương
pháp áp dụng trong bài để tạo ra một giới hạn các phần tử để chất lượng lời giải
tốt hơn và phù hợp khi hàm mục tiêu là số thực. Theo cách này, thuật toán được
đề xuất chỉ cần số vòng lặp tuần tự là O(log(n)). Tại mỗi vòng, nó đồng thời chọn
tiền tố tốt nhất để thêm vào giải pháp của mình và loại bỏ các phần tử có tỉ lệ thấp
cho các vòng sau.

Để giảm thêm độ phức tạp của truy vấn, luận án sử dụng phương pháp lấy
mẫu để lấy một tập hợp con ngẫu nhiên đồng nhất của X (tập hợp các phần tử còn
lại) thay vì tất cả các phần tử trong X . Cuối cùng, bằng cách tìm kiếm trên một
phạm vi thích hợp và đặt điều kiện dừng hợp lý, thuật toán đảm bảo sự cân bằng
giữa đảm bảo hiệu suất của giải pháp và độ phức tạp thích ứng.

Bảng 4.2 cung cấp cái nhìn tổng quan khi so sánh các thuật toán cho bài
DRSC và SC. Bảng này so sánh các thuật toán xấp xỉ giữa BA là thuật toán được
đề xuất của luận án với một số thuật toán tiên tiến. Các thuật toán được so sánh
theo các tiêu chí: tỉ lệ xấp xỉ, độ phức tạp truy vấn, độ phức tạp song song. Ngoài
ra, các thuật toán còn được phân loại theo thuật toán ngẫu nhiên hay thuật toán tất
định. Ký hiệu TT là Thuật toán. Các bộ có dạng (x, y) nhằm ký hiệu cho thuật toán
tiêu chí kép cho tỉ lệ (x, y). Có n′ = n log(B), H(·) là số Harmonic, m = f(V )

cho SC, và m = f(B · 1) cho DRSC, β là lợi nhuận biên nhỏ nhất của bất kỳ
phần tử nào được chọn bởi thuật toán, d = maxe∈V f(χe). ϵ, λ là các tham số đầu
vào. Các ký hiệu [52] + [47] và [119] + [47] ngụ ý sử dụng kết hợp các thuật
toán của [52, 119] với phương pháp dẫn về của [47]. Lưu ý rằng các thuật toán
trong [52, 119] chỉ hữu dụng khi f là số nguyên.

Để phân tích các đảm bảo lý thuyết khi thiết kế thuật toán, luận án căn cứ vào
Bổ đề về giới hạn Chernoff như sau:

Bổ đề 4.1 (Giới hạn Chernoff (Chernoff’s bounds) [100]). Đặt X =
∑c

i=1Xi là
tổng của c biến ngẫu nhiên được lấy mẫu trong phân phối [0, 1] với trung bình µ.
Với bất kỳ a > 0, ta có:

Pr[X − cµ ≥ acµ] ≤ e−
a2cµ
2+a (4.4)

Pr[X − cµ ≤ −acµ] ≤ e−
a2cµ
2 . (4.5)

4.5.2. Thuật toán với opt đã biết: AdaptDRSC

Đầu tiên, một phiên bản giả sử đã biết giá trị tối ưu nhằm đơn giản các bước
tính toán trung gian được xây dựng, thuật toán AdaptDRSC. Thuật toán nhận
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TT Tỉ lệ xấp xỉ Độ phức tạp truy vấn Độ phức tạp song
song

Loại

Các thuật toán cho DRSC
[128] ((1 + 3ϵ)(1 + log( dβ )),

1− λ)

O (n′ log(nB)) O (n′ log(nB)) Tất định

[52] + [47] O(log(α)) O(n′ log(n′ log(α))

log(α))

O(log(n′ log(α))

log(α))

Ngẫu nhiên

[119] + [47] H(min{maxe∈S f(e),α})
1−ϵ O(n′ log(n′) log(m)

log2(mn′))

O(log(n′) log(m)

log2(mn′))

Ngẫu nhiên

BA ((1 + ϵ)(1 + log( 1λ)),
1− λ)

O((n+log(n) log(B))

log(nB))

O (log n) Ngẫu nhiên

Các thuật toán cho SC
[145] 1 + ln(maxe∈S

f(e)
β ) Ω(n|S|) Ω(|S|) Tất định

[63]
(
1 + log(αϵ ), 1− ϵ

)
Ω(n|S|) Ω(|S|) Tất định

[52] O(log(α)) O(n log(n log(α))

log(α))

O(log(n log(α))

log(α))

Ngẫu nhiên

[119] H(min{maxe∈S f(e),α})
1−ϵ O(n log(n) log(m)

log2(mn))

O(log(n) log(m)

log2(mn))

Ngẫu nhiên

BA ((1 + ϵ)(1 + log( 1λ)),
1− λ)

O (n log n) O (log n) Ngẫu nhiên

Bảng 4.2: So sánh các thuật toán xấp xỉ cho DRSC và SC. BA là thuật toán của
luận án.

hai tham số đầu vào cho trước ϵ ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 1) và một giá trị tiên đoán của
giá trị tối ưu, v, sao cho (1 − 5ϵ1)v ≤ opt ≤ v, với ϵ1 = ϵ/50. Đặt g(x) =

min{α, f(x)}, dễ dàng thấy rằng g cũng là một hàm DR-submodular đơn điệu.
Thuật toán bao gồm hai vòng lặp và trong mỗi bước lặp của vòng lặp bên

trong, thuật toán tạo ra một mẫu chuỗi ngẫu nhiên (random sequence sample)
bằng cách gọi RanSample (Thuật toán 10) làm chương trình con. Chương trình
con này nhận đầu vào là lời giải một phần x, một tập hợp các phần tử khả thi X ,
số nguyên dương B và trả về một chuỗi A = [a1, . . . , am]. Mỗi phần tử ai của A

được rút ngẫu nhiên liên tiếp và đều trong số các phần tử a còn lại của X sao cho
đảm bảo điều kiện x+

∑i−1
j=1 χaj + χa ≤ B.

Đặt yi =
∑i

j=1 χaj là vec-tơ được tạo bởi phần trước của A từ vị trí i. Ta
cần chọn một tiền tố của A với tỉ lệ mức tăng lợi nhuận biên so với kích thước
cao để thêm vào vào lời giải hiện tại bằng cách tìm vị trí nhỏ nhất i∗ sao cho
|Xi∗| < (1− ϵ1)|X|, trong đó:

Xi ← {e ∈ X : g(χe|x+ yi−1) ≥ θ and x+ yi−1 + χe ≤ B}. (4.6)

Thuật toán có với mọi i ∈ [m] và loại bỏ ϵ1 phần các phần tử trong X tại mỗi bước
lặp. θ là ngưỡng để lọc ra được các phần tử có lợi nhuận biên cao. Tuy nhiên, thao
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tác này có thể yêu cầu n ·m = O(n2B) đánh giá hàm mục tiêu, tức là không còn
đa thức phụ thuộc vào kích thước đầu vào. Nếu sử dụng thuật toán tìm kiếm nhị
phân để tìm i∗, thì thuật toán này cần O(n log(nB)) số lời gọi hàm trong các vòng
tuần tự là O(log(nB)). Để giảm được cả độ phức tạp song song và truy vấn, ta sẽ
chọn ngẫu nhiên một tập con R có kích cỡ N = O(log(1/ϵ)/ϵ2) từ X (dòng 6 của
Thuật toán 11) và tìm số nguyên nhỏ nhất σi∗ ∈ I để |Rσi∗ | < (1 − 2ϵ1)|R| trên
tập I thay vì [m], có nghĩa là chọn ra:

Ri ← {e ∈ R : g(χe|x+ yi−1) ≥ θ and x+ yi−1 + χe ≤ B} (4.7)

và giới hạn tập I:

I = {⌈(1− ϵ1)
jnB⌉ : 1 ≤ ⌈(1− ϵ1)

jnB⌉ ≤ nB, j ∈ N}. (4.8)

Như vậy, lúc này thao tác cần O(log(nB) log(1/ϵ)/ϵ3) lời gọi hàm và 1 vòng
lặp tuần tự. Thuật toán sẽ cập nhật x và tập khả thi X (dòng 11 trong Thuật
toán 11).

Vị trí σi∗ dẫn tới hai thuộc tính quan trọng của vòng lặp bên trong:
- Có ít nhất ϵ0-phần của các phần tử bị loại bỏ khỏi X theo kỳ vọng (theo Bổ

đề 4.2).
- vec-tơ yσi∗−1 có khả năng đóng góp giá trị cao cho giải pháp hiện tại (theo

Bổ đề 4.4).
Vòng lặp bên trong kết thúc sau O(log(n)/ϵ) bước lặp hoặc f(x) ≥ (1−λ)α

và chuyển sang bước lặp tiếp theo của vòng lặp bên ngoài. Nó tiếp tục cập nhật
ngưỡng θ và kết thúc sau O(log(1/λ)/ϵ) bước lặp của vòng lặp ngoài hoặc điều
kiện f(x) ≥ (1− λ)α được đáp ứng.

Algorithm 10 : RanSample(x, B,X)
Input: x, a positive integer B, set X
Output: sample A

1: A← ∅, i← 1
2: while X ̸= ∅ do
3: X ← {a ∈ X : x+

∑i−1
j=1 χaj + χa ≤ B}

4: Draw ai uniformly at random from X
5: A← [a1, . . . , ai−1, ai]
6: i← i+ 1
7: end while
8: return A
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Thuật toán RanSample trả về A là một dãy các phần tử khả thi được chọn
ngẫu nhiên. Rõ ràng, thuật toán này không cần một lời gọi hàm f nào, nên độ phức
tạp song song là 0. Thuật toán AdaptDRSC sẽ gọi đến RanSample và đưa ra
một thiết kế song song khả thi.

Algorithm 11 : AdaptDRSC(f,B, α, ϵ1, λ, v)

Input: f : ZV
+ 7→ R+, a positive integer B, α, a guess of optimal value v, param-

eters ϵ1 ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 1)
Output: vector x

1: t← 1, ϵ1 ← ϵ
50 , ϵ0 ← ϵ1(1− ϵ1)

2: while f(x) < (1− λ)α and t < 1
5ϵ1

log( 1λ) do
3: X ← V , θ ← (1− 5ϵ1)(α− g(x))/v, l← 1
4: while f(x) < (1− λ)α and l < 1

ϵ0
log n do

5: A = [a1, a2, . . . , am] ← RanSample(x, B,X) // Generate a sequence
sample by Algorithm 10

6: N ← 2+ϵ1
ϵ21(1−ϵ1)

log( 1
ϵ1
), R ← Sample(X,N) // Generate a random set

from X

7: I ← {σ1, σ2, . . . , σk : σ1 < σ2 < . . . < σk} ← {⌈(1 − ϵ1)
jnB⌉ : 1 ≤

⌈(1− ϵ1)
jnB⌉ ≤ nB, j ∈ N}

8: yl ←
∑l

j=1 χaj , l ∈ [m], y0 ← 0
9: Rσi

← {e ∈ R : g(χe|x+ yσi−1) ≥ θ and x+ yσi−1 + χe ≤ B}, σi ∈ I

10: Find σi∗ ← min{σi ∈ I : |Rσi
| < (1− 2ϵ1)|R|}

11: Update the solution and feasible set x← x+yσi∗−1, X ← Xσi∗ , l← l+1

12: end while
13: t← t+ 1
14: end while
15: return x

Để phân tích các đảm bảo lý thuyết của thuật toán, ta có các bổ đề và định lý
dưới đây.

Bổ đề 4.2. Tại bất kỳ bước lặp nào của vòng lặp bên trong ta có:
a) Xi+1 ⊆ Xi, i = 1, . . . ,m − 1, với m = |A| tại dòng 5 của thuật toán

AdaptDRSC.
b) E[|Xσi∗ |] ≤ (1 − ϵ0)|X| và E[|Xl|] ≥ (1 − ϵ1)(1 − 3ϵ1)|X|,∀l ∈ [m], l ≤

σi∗−1.

Chứng minh. Chứng minh từng trường hợp:
- Chứng minh a): Với e ∈ Xi+1 bất kỳ, nó phải thỏa mãn điều kiện g(χe|x+yi) ≥
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θ and x + yi + χe ≤ B. Do tính DR-submodular của f , ta có g(χe|x + yi−1) ≥
g(χe|x+ yi) ≥ θ và x+ yi−1 + χe ≤ B, suy ra e ∈ Xi, nên Xi+1 ⊆ Xi.
- Chứng minh b): Đặt µl = |Xl|/|X| và µ̂l = |Rl|/|R| với l ∈ [m]. Vì µ̂σi∗ =

|Rσi∗ |/|R| < 1 − 2ϵ1, áp dụng bất đẳng thức (4.5) trong Bổ đề 4.1 với a = ϵ1 và
c = N , ta có:

Pr[|Xσi∗ | ≥ (1− ϵ1)|X|] = Pr[µσi∗ ≥ 1− ϵ1]

≤ Pr[µσi∗ ≥
1− 2ϵ1
1− ϵ1

] ( Vì 1− ϵ1 ≥ 1−2ϵ1
1−ϵ1 )

≤ Pr[µσi∗ ≥
µ̂σi∗

1− ϵ1
] = Pr[µ̂σi∗ − µσi∗ ≤ −ϵ1µσi∗ ]

= Pr[µ̂σi∗N −Nµσi∗ ≤ −ϵ1Nµσi∗ ]

≤ e−
ϵ21·N ·µσi∗

2 (Bằng cách áp dụng bất đẳng thức (4.5) )

≤ e−
ϵ21(1−ϵ1)N

2 = e−
ϵ21(1−ϵ1)

2+ϵ1
ϵ21(1−ϵ1)

log( 1
ϵ1

)

2

< e− log( 1
ϵ1
) ≤ ϵ1.

Vì vậy Pr[|Xσi∗ | ≤ (1− ϵ1)|X|] ≥ 1− ϵ1. Kết hợp với |Xσi∗ | ≤ |X|, ta có:

E[|Xσi∗ |] ≤ (1− ϵ1)|X|Pr (|Xσi∗ | ≤ (1− ϵ1)|X|) + |Xσi∗ |Pr(|Xσi∗ | > (1− ϵ1)|X|)
≤ (1− ϵ1)(1− ϵ1)|X|+ ϵ1|X|
= (1− ϵ1(1− ϵ1))|X|.

Dễ thấy Rl+1 ⊆ Rl,∀l ∈ [m]. Nên µ̂l ≥ 1 − 2ϵ1, l ≤ σi∗−1. Áp dụng bất đẳng
thức (4.4) trong Bổ đề 4.1 với a = ϵ1/µl ta có:

Pr[|Xl| ≤ (1− 3ϵ1)|X|] = Pr[µl ≤ 1− 3ϵ1]

≤ Pr[µl ≤ µ̂l − ϵ1] ≤ e−
a2Nµl
2+a

≤ e
− ϵ21N

2µl+ϵ1 ≤ e
−

ϵ21
2+ϵ1

ϵ21(1−ϵ1)
log( 1

ϵ1
)

2µl+ϵ1 < e− log( 1
ϵ1
) < ϵ1.

Vì vậy Pr[|Xl| ≥ (1− 3ϵ1)|X|] ≥ 1− ϵ1, nên E[|Xl|] ≥ (1− ϵ1)(1− 3ϵ1)|X|.

Bổ đề 4.3. Tại mỗi bước lặp của vòng lặp trong, đặt l ≤ σi∗−1,∀l ∈ [m], ta có:

E[g(χal|x+ yl−1)] ≥ (1− ϵ1)(1− 3ϵ1)θ.

Chứng minh. Đặt X(l) = {e ∈ X : x+ yl−1 +χe ≤ B} , với bất kỳ l ≤ σi∗−1, từ
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Bổ đề 4.2, ta có:

E[|Xl|] ≥ E[|Xσi∗−1
|] ≥ (1− ϵ1)(1− 3ϵ1)|X| ≥ (1− ϵ1)(1− 3ϵ1)|X(l)|.

Gọi một quy trình ngẫu nhiên làHl để bắt sự kiện tạo tiền tố Al = [a1, . . . , al],
al được rút ngẫu nhiên đồng nhất từ Xl. Cho trước Hl−1, các tập hợp Al−1, X(l)

và vec-tơ x + yl−1, là các giá trị xác định, trong khi phần còn lại của chuỗi A là
ngẫu nhiên.

Phần tử e ∈ X(l) bất kỳ được lựa chọn đồng nhất với xác suất pe = 1/|X(l)|
bằng cách sử dụng RanSample(x, B,X), ta có:

E[g(χal|x+ yl−1)|] = E[g(χal|x+ yl−1)|Hl−1] (4.9)

= E[E[g(χal|x+ yl−1)]|Hl−1] (4.10)

= E[
∑

e∈X(l)

peg(χe|x+ yl−1)|Hl−1] (4.11)

≥ E[
∑
e∈Xl

peg(χe|x+ yl−1)|Hl−1] (4.12)

≥ E[
∑
e∈Xl

peθ|Hl−1] (4.13)

= E[(1− ϵ1)(1− 3ϵ1)θ|Hl−1] (4.14)

= (1− ϵ1)(1− 3ϵ1)θ. (4.15)

Trong đó các bất đẳng thức (4.9) và (4.15) đảm bảo bởi luật tổng kỳ vọng. Bất
đẳng thức (4.13) có được bởi định nghĩa của Xl.

Bằng cách sử dụng Bổ đề 4.3, các tính chất của σi∗ và tập I , thì vec-tơ yσi∗−1

có giá trị tỉ lệ cao đối với ∥yσi∗−1∥1 trong Bổ đề 4.4.

Bổ đề 4.4. Tại bất kỳ bước lặp của vòng lặp trong, ta có:

E[g(yσi∗−1|x)] ≥ (1− 5ϵ1)θE[∥yσi∗−1∥1]. (4.16)

Chứng minh. Từ định nghĩa của I , σi∗ − 1 ≥ σi∗−1 + 1, giả sử σi∗ = ⌈a⌉, a =
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(1− ϵ1)
jnB với một vài j ∈ N, ta có: σi∗−1 = ⌈(1− ϵ1)a⌉, vì vậy:

∥yσi∗−1∥1 − ∥yσi∗−1
∥1 = ⌈a⌉ − (1 + ⌈(1− ϵ1)a⌉)
≤ ⌈a⌉ − (⌈a⌉+ ⌈(−ϵ1a)⌉)) = −⌈(−ϵ1a)⌉

= ⌊ϵ1a⌋ ≤ ϵ1a ≤
ϵ1(σi∗ − 1)

1− ϵ1
=

ϵ1
1− ϵ1

∥yσi∗−1∥1.

Vậy nên ∥yσi∗−1
∥1 ≥ 1−2ϵ1

1−ϵ1 ∥yσi∗−1∥1. Mặt khác, từ Bổ đề 4.3, ta có:

E[g(yσi∗−1
|x)] = E[

σi∗−1∑
j=1

g(χaj |x+ yj−1)]

≥ E[(1− ϵ1)(1− 3ϵ1)θ

σi∗−1∑
j=1

]

= (1− ϵ1)(1− 3ϵ1)θE[∥yσi∗−1
∥1].

Áp dụng bất đẳng thức trên và kết hợp với tính đơn điệu của g, có:

E[g(yσi∗−1|x)] ≥ E[g(yσi∗−1
|x)]

≥ (1− ϵ1)(1− 3ϵ1)θE[∥yσi∗−1
∥1]

≥ (1− 2ϵ1)(1− 3ϵ1)θE[∥yσi∗−1∥1]
≥ (1− 5ϵ1)θE[∥yσi∗−1∥1].

Ta có điều phải chứng minh.

Nếu vòng lặp bên trong bao gồm log(n)/ϵ0 bước lặp, Bổ đề 4.5 cho thấy một
tính chất quan trọng để phân tích đảm bảo hiệu suất của thuật toán.

Bổ đề 4.5. Đặt xi là x ở cuối bước lặp thứ i của vòng lặp ngoài. Nếu nó bao gồm
1/ϵ0 log n vòng lặp bên trong, chúng ta có E[X] = ∅ và:

α− E[g(xi)] <
opt(1− 5ϵ1)(α− E[g(xi−1)])

v
.

Chứng minh. Từ Bổ đề 4.2, có ít nhất ϵ0 phần của các phần tử trong X bị loại bỏ
ở mọi lần lặp của vòng lặp bên trong theo kỳ vọng. Do đó, tại bước lặp log(n)/ϵ0,
chúng ta có E[|X|] ≤ n(1− ϵ0)

log(n)/ϵ0 < 1. Như vậy E[X] = ∅.
Nếu X = ∅, có Xσi∗ = ∅ sau bước lặp thứ log(n)/ϵ0 của vòng lặp bên trong.
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Vì vậy, với bất kỳ phần tử e ∈ X : xi + χe ≤ B nào, ta có g(χe|xi) < θ, suy ra:

α− g(xi) = g(o ∨ xi)− g(xi)

≤
∑

e∈{o∨xi−xi}

g(χe|xi)

=
∑

e∈{o−o∧xi}

g(χe|xi)

<
∑

e∈{o−o∧xi}

θ

≤ opt(1− 5ϵ1)(α− g(xi−1))

v
.

Trong đó biểu thức thứ 2 theo phép toán đồng nhất x ∨ y − y = x − x ∧ y với
x,y ∈ ZV

+.

Từ các Bổ đề trên, ta đưa ra được Định lý 4.1 về đảm bảo lý thuyết.

Định lý 4.1. Với tiên đoán giá trị tối ưu v, với (1 − 5ϵ1)v ≤ opt ≤ v, thuật
toán AdaptDRSC cần O

(
(n+ log(n) log(B) log(1/ϵ)/ϵ3) log(1/λ)/ϵ2

)
truy

vấn, chạy trong O(log(n)log(1/λ)/ϵ2) vòng lặp tuần tự.
Nó trả về một lời giải xấp xỉ tiêu chí kép đạt tỉ lệ ((1 + ϵ)(1 + log(1/λ)), 1− λ)

theo kỳ vọng.

Chứng minh. Thuật toán bao gồm hai vòng lặp, do đó, ta cần phân tích độ phức
tạp của truy vấn và độ phức tạp song song của từng vòng lặp. Vòng lặp bên ngoài
chạy tối đa log(1/λ)/(5ϵ1) vòng tuần tự. Tại bất kỳ bước lặp nào của vòng lặp bên
ngoài, có nhiều nhất log(n)/ϵ0 bước lặp của vòng lặp bên trong.

Tại mỗi bước lặp của vòng lặp trong, thuật toán cần tính toán Rσi
với σi ∈ I

để tìm σi∗ (dòng 9). Thao tác này cần nhiều nhất N log(nB)/ϵ1 phép tính hàm mục
tiêu. Thuật toán sau đó tìm Xσi∗ trong |X| ≤ n phép tính hàm mục tiêu (dòng 10).
Do đó hai nhiệm vụ này có thể thực hiện song song chỉ trong một vòng. Vậy độ
phức tạp song song của thuật toán tối đa là:

1

5ϵ1
log(

1

λ
)
1

ϵ0
log n = O(

1

ϵ2
log(

1

λ
) log n).
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Và số lượng truy vấn nhiều nhất là:

1

5ϵ1
log(

1

λ
)

log(n)/ϵ0∑
l=1

(
N

ϵ1
log(nB) + n(1− ϵ1)

l

)
≤ 1

5ϵ1
log(

1

λ
)

(
log n

ϵ0

N

ϵ1
log(nB) +

n

ϵ0

)
=

1

5ϵ1
log(

1

λ
)

(
N log2 n

ϵ0ϵ1
+

N log(n) log(B)

ϵ1ϵ0
) +

n

ϵ1

)
= O

(
1

ϵ2
log(

1

λ
)(n+

1

ϵ3
log(

1

ϵ
) log(n) log(B))

)
.

Để đảm bảo hiệu suất, trước tiên đặt lt là số lần lặp của vòng lặp bên trong của
bước lặp thứ t của vòng lặp ngoài. Giả sử rằng thuật toán kết thúc sau T lặp lại
vòng lặp bên ngoài, ta xem xét hai trường hợp sau.

- Trường hợp 1. Nếu T ≤ log(1/λ)/(5ϵ1) và lT < log(n)/ϵ0, thuật toán gặp
điều kiện f(xT ) ≥ (1 − λ)α tại bước lặp T và không gặp điều kiện này tại các
bước lặp sớm hơn. Vì vậy, chúng ta phải có lt = log(n)/ϵ0,∀t < T . Tại bước lặp
thứ t của vòng lặp ngoài, đặt:

+/ yl
t là yσi∗−1 khi kết thúc bước lặp l của vòng lặp trong.

+/ xl
t là x khi kết thúc bước lặp l của vòng lặp trong và x0

t = xt−1.
+/ xt là x khi kết thúc vòng lặp ngoài.

Tại bất kỳ bước lặp t ≤ T của vòng lặp ngoài, sử dụng Bổ đề 4.4 cho ta:

E[g(xt)− g(xt−1)] ≥ E[
lt∑
l=1

(g(xl
t)− g(xl−1

t ))] (4.17)

≥
lt∑
l=1

(1− 5ϵ1)θE[∥yl
t∥1] (4.18)

= (1− 5ϵ1)θCt (4.19)

Trong đó Ct =
∑lt

l=1 E[∥yl
t∥1]. Vì vậy:

E[g(xt)− g(xt−1)] ≥
(1− 5ϵ1)

2

v
Ct(α− g(xt−1)). (4.20)
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Sắp xếp lại bất đẳng thức trên, ta có:

α− E[g(xt)] ≤ (1− (1− 5ϵ1)
2

v
Ct)(α− g(xt−1)). (4.21)

Với mọi t ≤ T . Áp dụng liên tiếp bất đẳng thức trên, ta được:

αλ < α− E[g(xT−1)] (4.22)

≤ (1− (1− 5ϵ1)
2

v
CT−1)(α− g(xT−2)) (4.23)

≤ (1− (1− 5ϵ1)
3

opt
CT−1)(α− g(xT−2)) (4.24)

≤ e−
(1−5ϵ1)

3

opt CT−1(α− g(xT−2)) (4.25)

≤ . . . ≤ e−
(1−5ϵ1)

3

opt

∑T−1
l=1 Clα (4.26)

≤ e−
(1−5ϵ1)

3

opt E[∥xT−1∥1]α. (4.27)

Trong đó bất đẳng thức (4.24) là do v ≤ opt/(1 − 5ϵ1) và bất đẳng thức (4.25) là
do ex ≥ x+ 1,∀x. Bất đẳng thức (4.27) ngụ ý rằng

E[c(xT−1)] ≤
opt

(1− 5ϵ1)3
log

1

λ
.

Mặt khác, từ bất đẳng thức (4.20) với lưu ý rằng g(xT ) ≤ α, ta có:

CT ≤
v

(1− 5ϵ1)2
g(xT )− g(xT−1)

α− g(xT−1)
(4.28)

≤ opt

(1− 5ϵ1)3
g(xT )− g(xT−1)

α− g(xT−1)
(4.29)

≤ opt

(1− 5ϵ1)3
. (4.30)
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Như vậy:

E[∥xT∥1] ≤ E[∥xT−1∥1] + CT

≤ 1

(1− 5ϵ1)3
(1 + log

1

λ
)opt

≤ (1 + 10ϵ1)
3(1 + log

1

λ
)opt

≤ (1 + 50ϵ1)(1 + log
1

λ
)opt = (1 + ϵ)(1 + log

1

λ
)opt.

Trong đó bất đẳng thức thứ hai do ϵ1 = ϵ/50 < 1/50.
- Trường hợp 2. Nếu T = log(1/λ)/(5ϵ1) và lT = log(n)/ϵ0 ta có: E[X] = ∅.
Theo Bổ đề 4.5, ta có:

α− E[g(xT )] ≤ opt(1− 5ϵ1)(α− E[g(xT−1)])/v

≤ (1− 5ϵ1)(α− E[g(xT−1)])

≤ . . . ≤ (1− 5ϵ1)
Tα

≤ e−5ϵ1
1

5ϵ1
log( 1λ )α

= λα.

Do đó E[g(xT )] ≥ (1− λ)α ngụ ý rằng E[f(xT )] ≥ (1− λ)α.
Mặt khác, trong trường hợp này, thuật toán không thỏa mãn điều kiện dừng.

Do đó, f(xT−1) < (1 − λ)α ngụ ý rằng α − g(xT−1) > αλ. Bằng lập luận
tương tự của trường hợp 1, ta cũng có E[c(xT−1)] ≤ log(1/λ)opt/(1− 5ϵ1)

3 và
CT ≤ opt/(1− 5ϵ1)

2. Do đó, trong trường hợp này có:

E[∥xT∥1] ≤ (1 + ϵ)(1 + log(
1

λ
))opt.

Ta có điều phải chứng minh.

4.5.3. Thuật toán chính: BA

Từ thuật toán AdaptDRSC, luận án xây dựng thuật toán xấp xỉ tiêu chí kép
BA (Bi-criteria Algorithm) với giả thiết opt đã biết được loại bỏ. Thuật toán chính
nhận các tham số chính xác ϵ ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 1) làm đầu vào. Vì 1 ≤ opt ≤ Bn,
ta có thể đoán được v của opt thỏa mãn (1− 5ϵ1)v ≤ opt ≤ v, trong đó ϵ1 = ϵ/50
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bằng cách tìm kiếm trên tập

C =

{
1

(1− 5ϵ1)j
: 0 ≤ j ≤ log 1

1−5ϵ1

(nB), j ∈ N
}
.

Đối với mỗi v ∈ C, ta tìm các lời giải ứng viên bằng cách điều chỉnh thuật toán
AdaptDRSC và chọn giải pháp có lực lượng nhỏ nhất x thỏa mãn f(x) ≥ (1−
λ)α. Chi tiết đầy đủ của thuật toán chính được trình bày trong Thuật toán 12. Hiệu
suất của thuật toán được nêu trong Định lý 4.2.

Algorithm 12 : BA

Input: f : ZV
+ 7→ R+, a positive integer B, α, ϵ ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 1)

Output: vector x
1: ϵ1 ← ϵ

50 , C ← {
1

(1−5ϵ1)j : 0 ≤ j ≤ log 1
1−5ϵ1

(nB)}
2: for all v ∈ C (in parallel) do
3: xv ← AdaptDRSC(f,B, α, ϵ1, λ, v)
4: end for
5: x← argminv∈V :f(xv)≥(1−λ)α ∥xv∥
6: return x

Định lý 4.2. Với λ ∈ (0, 1), ϵ ∈ (0, 1), thuật toán BA chạy trong O
(
log(1/λ) log(n)/ϵ2

)
vòng lặp tuần tự. Nó tốn O

(
(n+ log(n) log(B) log(1/ϵ)/ϵ3) log(nB) log(1/λ)/ϵ3

)
truy vấn và trả về lời giải xấp xỉ tiêu chí kép đạt tỉ lệ ((1 + ϵ)(1 + log(1/λ)), 1− λ)

theo kỳ vọng.

Chứng minh. Vòng lặp chính bao gồm nhiều nhất log(nB)/(5ϵ1) bước lặp và nó
có thể được thực hiện song song. Độ phức tạp song song của thuật toán 12 là
O
(
log(1/λ) log(n)/ϵ2

)
và độ phức tạp của truy vấn là

1

5ϵ1
log(nB) ·O

(
1

ϵ2
log(

1

λ
)(n+

1

ϵ3
log(

1

ϵ
) log(n) log(B))

)
(4.31)

= O

(
1

ϵ3
log(

1

λ
) log(nB)(n+

1

ϵ3
log(

1

ϵ
) log(n) log(B))

)
. (4.32)

Tồn tại một v ∈ A nào đó thỏa mãn (1−5ϵ1)v ≤ opt ≤ v. Đặt j′ = ⌈log1/(1−5ϵ1)(opt)⌉
và v = 1/(1− 5ϵ1)

j′, ta có v ≥ opt và

log 1
1−5ϵ1

(opt) ≥ ⌊log 1
1−5ϵ1

(opt)⌋ = j′ − 1.
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Vì vậy:

opt ≥ 1

(1− 5ϵ1)j
′−1 ≥ (1− 5ϵ1)v. (4.33)

Bằng cách sử dụng thuật toán AdaptDRSC, lời giải xv đạt được đảm bảo hiệu
suất như trong Định lý 4.1. Vì thuật toán chính trả về lời giải cho kích thước nhỏ
nhất mà điều kiện chính xác được thỏa mãn.

Lưu ý rằng ta có thể giảm số lượng truy vấn của thuật toán xuống

O

(
1

ϵ2
log(

1

λ
) log(

1

ϵ
) log log(nB)(n+

1

ϵ3
log(

1

ϵ
) log(n) log(B))

)
= O ((n+ log(n) log(B)) log log(nB))

nếu sử dụng thủ tục tìm kiếm nhị phân để tìm x. Tuy nhiên, trong trường hợp này,
độ phức tạp song song tăng từ O (log n) thành O (log(n) log log(nB)).

Đối với trường hợp của bài toán SC, tức là B = 1, thuật toán này vẫn đảm
bảo cùng tỉ lệ xấp xỉ tiêu chí kép và độ phức tạp song song. Độ phức tạp truy vấn
lúc này giảm xuống còn O

(
n log(n) log(1/λ)/ϵ3

)
. Từ Định lý 4.2, có hệ quả cho

SC dưới đây.

Hệ quả 4.1. Đối với trường hợp của bài toán SC, tức là B = 1, thuật toán BA

có độ phức tạp song song là O
(
log(n) log(1/λ)/ϵ2

)
, cần độ phức tạp của truy

vấn là O
(
n log(n) log(1/λ)/ϵ3

)
và trả về lời giải xấp xỉ tiêu chí kép với tỉ lệ

((1 + ϵ)(1 + log(1/λ)), 1− λ) theo kỳ vọng.

4.6. Kết luận chương

Trong chương này, luận án đề xuất một thuật toán song song hiệu quả cung
cấp giải pháp xấp xỉ tiêu chí kép và cải thiện đáng kể cả độ phức tạp song song và
truy vấn của các thuật toán hiện có cho các bài toán DRSC và SC.

Cho DRSC, thuật toán xấp xỉ tiêu chí kép này cho tỉ lệ ((1+ϵ)(1+log(1/λ)), 1−
λ), với ϵ, λ ∈ (0, 1) là các tham số đầu vào đã cho. Thuật toán cần O((n +

log(n) log(B)) log(nB)) truy vấn và chạy với độ phức tạp song song là O(log n).
Cho nên thuật toán của luận án đảm bảo độ phức tạp song song và truy vấn tốt hơn
so với các thuật toán tiên tiến hiện nay.

Để giải bài toán SC, thuật toán cho lời giải xấp xỉ đạt tiêu chí kép ((1+ϵ)(1+

log(1/λ)), 1 − λ) với độ phức tạp song song là O (log n) và độ phức tạp truy vấn
là O (n log n).
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Các đảm bảo lý thuyết trên đây đều có giá trị và vượt trội hơn so với các thuật
toán xấp xỉ hiện nay. Mặt khác, thuật toán này cũng có thể phát triển trong tương
lai khi đưa thêm các ràng buộc như chi phí, matroid... giải trên lưới nguyên.

Các kết quả nghiên cứu của luận án đã được công nhận tại bài báo "A note for
approximating the submodular cover problem over integer lattice with low adap-
tive and query complexities", tạp chí Information Processing Letter, Tập 182, 2023
(ISI/Q3).
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KẾT LUẬN

Luận án nghiên cứu thuật toán xấp xỉ cho bài toán tối ưu tổ hợp với dữ liệu
lớn, trong đó tập trung nghiên cứu một số bài toán thường gặp trong phân tích dữ
liệu. Từ đó, khái quát thành bài toán tối đa hàm submodular có ràng buộc và các
bài toán mở rộng khác. Cụ thể, các bài toán mà luận án đã trình bày gồm: Bài
toán tối đa hàm k-submodular với ràng buộc chi phí - kSMK; Bài toán tối đa hàm
submodular với ràng buộc chi phí có nhiễu - SMKN; Bài toán Phủ Submoudlar
trên lưới nguyên - DRSC. Với mỗi toán, luận án đưa ra các thuật toán xấp xỉ giải
quyết bài toán cho tỉ lệ xấp xỉ cạnh tranh, giảm độ phức tạp truy vấn hoặc độ phức
tạp song song, qua đó góp phần giảm thời gian chạy. Các đóng góp của luận án
bao gồm:

1. Đối với bài toán kSMK, luận án đề xuất thuật toán FA đưa độ phức tạp truy
vấn về tuyến tính, trên cơ sở đó đề xuất thuật toán cải tiến IFA, cải tiến tăng cường
IFA+ giải quyết bài toán với trường hợp hàm mục tiêu đơn điệu. IFA+ cho tỉ lệ
xấp xỉ tốt hơn so với thuật toán tốt nhất hiện nay, với độ phức tạp truy vấn giảm
xuống một hệ số. Luận án cũng mở rộng kết quả nghiên cứu giải quyết với hàm
mục tiêu không đơn điệu, đề xuất thuật toán xấp xỉ tuyến tính tăng cường RLA,
cho tỉ lệ xấp xỉ tốt tương đương với thuật toán tốt nhất hiện nay nhưng độ phức tạp
truy vẫn cũng giảm xuống một hệ số.

2. Đối với bài toán SMKN, luận án đề xuất thuật toán tham lam GUN giải
quyết bài toán. Để cải thiện tốc độ của thuật toán và không gian lưu trữ, luận án
đã đề xuất thuật toán luồng NS để giải bài toán này.

3. Đối với bài toán DRSC, luận án xây dựng một thuật toán song song tiêu chí
kép BA cho độ phức tạp truy vấn và độ phức tạp song song tốt hơn hẳn các thuật
toán tốt nhất hiện nay. Các kết quả có thể áp dụng được sang bài toán SC và cho
kết quả vượt trội hơn các kết quả hiện nay.

Trong tương lai, NCS tiếp tục mở rộng nghiên cứu các bài toán biến thể khác
của bài toán tối đa hàm submodular. Các vấn đề có thể mở rộng nghiên cứu:

1. Tối đa hàm submodular với ràng buộc d-knap;
2. Tối đa hàm non-submodular;
3. Bài toán kSMK trong môi trường nhiễu;
4. Các bài toán SM giải trên lưới nguyên.

Các hướng nghiên cứu bao gồm:
- Tiếp tục phát triển các thuật toán hiệu quả cho các bài toán;
- Nghiên cứu các ứng dụng trong học máy và trí tuệ nhân tạo là thể hiện của

các bài toán tối đa hàm submodular.
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